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Guia 0: Trigonometria. Polinomios

1. Se desea sujetar un poste de 20 metros de altura con un cable que parte de la parte
superior del mismo hasta el suelo de modo que forme un angulo de 30°. Calcular el precio del
cable si cada metro cuesta 12$.

2. Del siguiente triangulo rectangulo se conocen sus dos catetos: uno mide 4m y el otro mide
3m. Calcular la hipotenusa y los &ngulos a 'y B.
b
h
a=4m
AN

b=3m
3. De un triangulo rectangulo ABC, se conocena =5 my B =41.7°. Resolver el triangulo.
4. De un triangulo rectangulo ABC, se conocen b =3 my B = 54.6°. Resolver el triangulo.
5. De un triangulo rectangulo ABC, se conocen b =3 my ¢ =5 m. Resolver el triangulo.
6. Dados los polinomios: P(x) = 4x? - 1; Q(x) = x®> - 3x2 + 6x — 2;
y R(X) = 6x2+x +1
Calcular:

a) P(x). Q(x) =
b) P(x) - Q(x) =
C) 2P(x) — 3R (x) =

7. Divide por Ruffini y comprueba el resultado con el Teorema del resto:
a) (x3+2x +70):(x +4)

b) (x5 - 32):(x - 2)

c) (x* - 3x2 + 2):(x =-3)

8. Hallar las raices de los siguientes polinomios y factorizarlos:
a) P(X)= - x3 + 4x> —x -6
b) Q(x)= -4 x3 +7x -3

9. Factorizar los polinomios:
a)4x? — 4x + 14x> — 4x +1 e) x* — 3x3 + 6x2 — 4x*
2
2 _ 4
b)x 121 f)x? —§x+§

c)6x* —3x3 —24x% + 12x
d) 24x5 + 18x* — 30x?



Unidad 1: Expresiones Algebraicas.

Hay ocasiones en las que, de ser posible, conviene escribir una expresion algebraica como
producto de dos o mas factores. Por eso hay diversos recursos algebraicos a los que llamamos
FACTORIZACION. Factorizar un polinomio de n términos es expresarlo como un producto de
polinomios primos.

A continuacion, se detallan los diferentes casos de factoreo utilizados habitualmente.

e Factor Comun
Se debe extraer el mayor factor comun posible. Si los coeficientes son enteros, ese mayor factor
comun sera el M. C.D de todos ellos, acompafiado de las variables comunes con sus menores
exponentes. Por ejemplo:
P(x) = 6x* — 3x
3x — eselfactor comunde los dos términos
P(x) =3x.2x—-1)

6x?% 3x ’ . T ’ .
Evalliew dentro del paréntesis va lo que resulta de dividir cada término por 3x

Es importante destacar que en una expresion con dos o0 mas términos puede extraerse cualquier

factor comun, por ejemplo: Q(x) =3x+8 — Q(x) = 3. (x + g)

En algunos casos es posible aplicar un caso especial de factor comun, el FACTOR COMUN
POR GRUPOS. Se puede aplicar a polinomios que no tiene un factor comdn en todos sus
términos.

Por ejemplo:
S(x) =4x3—-2x*+6x-3
S(x) = (4x3l— 2x2) + (ix —3) - se forman grupos de términos,

de forma tal que en cada uno de ellos haya un factor comun
2x? 3
S(x) = 2x%2.(2x —1) +3.(2x — 1) > En cada término debe aparecer el mismo factor
para poder extraerlo nuevamente como factor comun
S(x) = (2x*> +3).(2x — 1) - Al sacar nuevamente factor comun,
la expresion queda factorizada

1. Completen los espacios vacios para que se verifiquen las siguientes igualdades

a) 12x2 — 4x+ = ( x2=x+ )
b) x7+ = (x2+1)
c) x” + x5 —5x3 = ( —3x% + )
d) +48x* = 3x*(5x* + )
2. Factoricen los siguientes polinomios
a) 24x> + 18x* — 30x2 e) 4x3 — 2x% + 6x — 3
b) 256m?* + 144m* f) x®+2x°>+x*+2x3+2x+ 4
C) 24x%y — 12xy + 6x3y* g) x*—x3+x—-1
d) 36x% — 24x3 — 4x h) mx + m? + xy + my



Cuadrado de un binomio

El cuadrado de un binomio es el producto de ese binomio por si mismo, asi que puede
calcularse con la propiedad distributiva. Sin embargo, de esta forma se obtiene siempre un
mismo trinomio que puede obtenerse facilmente con una formula.

Expresa el area de un cuadrado de lado (a + b)

_.a b,
bl[ ab 18P
(1\| a?‘ li ab

1

1° forma: Calculamos el area elevando un lado al cuadrado:

Area = (a+ b)? = (a+ b).(a+b)

Area = a® + ab + ab + b? = a? + 2ab + b?> Aplicamos la propiedad distributiva
2° forma: Sumamos las &reas de las figuras que componen el cuadrado

Tl =

& \§+iabl+ ab‘]l+
{ |

2 2
2 + ab +ab + B*=a®+2ab+b

(a+ b)? = a*? + ab + ab + b* = a* + 2ab + b?
En ambos casos se obtiene: (a + b)? = a? + 2ab + b?

El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del primer término, mas el doble del producto
del primer término por el segundo, mas el cuadrado del segundo término.

Ejemplos:
e (Bx—9%)?%2=(3x)%+2.3x.(—y*) + (—y*»)? = 9x% — 6xy* + y*
e (a3b? +5a*)? = (a®b?)? + 2. (a®b?).(5a*) + (5a*)? = a®b* + 10a’b? + 25a®

3. Desarrollalos siguientes binomios al cuadrado:

a) (x+3)?
b) (4x + 5y)2
Q) (3x —2)?

d) (m3n4 + %mzn)2

4. Expresael areade laregion coloreada en cada caso:

1 9 e OO et
"

tQT



e Trinomio cuadrado perfecto
Es el desarrollo del cuadrado del binomio

a’+2ab+b*=(a+b).(a+b) = (a+b)?

Ejemplos:
a) P(x) =x2+6x+9=f+2.3x+fz= (x + 3)?
sy
X 3 (X-l-a)zzxz-i-qx-l-c1x-|-(12
= x>+ 2ax + d*

B)0(x) =x> —4x +4=x"—2.2x + 22 = (x — 2)?
T
X

c)R(x)=x2+8x+9=i<2+2.4x+f2

X 3%F4 3

No es trinomio cuadrado perfecto x—a?=x—alx—a) —alx — a) — o

=i? 2
=x—ax+add—ax+ad—d

=
=x! — 2ax + o

5. Expresen cada trinomio cuadrado perfecto como el cuaurauu ue un vinuIU.
a) x? —10x + 25
b) 9x2 — 12 + 4
c) x®+ 4x* + 4x?
d) =x10 4 2x5 4=
9 3 4
e) x% + 3x +%
f) x6+4x3+4
e Diferencia de cuadrados

El producto entre un binomio y su conjugado es igual a la diferencia entre los cuadrados de los
términos del binomio.

(a—b).(a+b) & a? — b?

Expresa el area del rectangulo de la figura

e,

a~b‘j

1

Su area es igual al producto de la base (a + b) por la altura (a — b)
Area = (a+b).(a—b) - aplicamos propiedad distributiva
Area = a®? — ab + ab — b? = a* — b?
Ejemplos:
e (2x+5y).(2x — 5y) = (2x)? — (5y)? = 4x* — 25y?
1 1 1 2 1
. (Z a®b — 3a4) : (Z a’b + 3a4) = (Z a3b) - (3ah? = Ra6b2 —9a8
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6. Calcular los productos:
a) (4x — 7). (4x + 7)
b) (V2x + 2).(V2x — 2)
c) (2a® + b?).(2a® — b?)
3 3
d) (Exn - 5) . (5 + Ex”)
7. Escribir cada expresion como diferencia de cuadrados, siempre que se posible:
a) x2—9 =
b) 100x* — 256 =
c) 9x2 -5 =
d) 4x%2 — 25 =

Cubo de un binomio

Es igual al cubo del primer término, mas el triple del producto del cuadrado de primer término por
el segundo, mas el triple del producto del primer término por el cuadrado del segundo, mas el
cubo del segundo término. A continuacion, veremos el desarrollo para la obtencion de la férmula.

(a+ b)3 =a®+3a?b + 3ab? + b3

Expresa algebraicamente el volumen de un cubo de arista (a + b)

Volumen = (a + b)? = (a + b).(a + b)?

Volumen = (a + b).(a? + 2ab + b*) — aplicamos propiedad distributiva
Volumen = a3 + 2a®b + ab? + ba? + 2ab? + b3

Volumen = a® + 3a®b + 3ab? + b3

Ejemplos:
e (x+6)3=x34+3.x.62+3.x2.6+63=x3+108x+ 18x% + 216

o (x5-2x)" = (x5’ +3.25. (=222 + 3.(x5)". (—=2%) + (—2%)% = x15 + 1227 — 6x!! — 8x°



8. ¢Cdmo expresas el volumen de cada cubo?

' Vv
v, 3
v i 2x -1
2x

2xX + 1

9. Calcular los siguientes binomios al cubo:
a) (bm* +m)3
b) (2a%b3c + 3)3
c) (5x* —2y?)3

d) (§ as — 3b4)3

e Cuatrinomio cubo perfecto
Es el desarrollo del cubo del binomio

x®*+3ax?+3a’x+a®>=(x+a).(xta).(x+a)=(x+a)

Ejemplos:
)T =X +6x° +12x+ 8 = f + 3.2 + 3.2%x + 2 = (x + 2)°
4

% 2

DK =x — 3% +3x—1 =f — 31+ 3. 15x— 18 = (x— 1)
18

X 1

MO =x"— 4% + 8x— 8 % = 3.2 + 5.2%.x ~ 2°—>No es cudtrinomio cubo perfecto
6 F4 12 # 8

10. Expresar cada Cuatrinomio cubo perfecto como el cubo de un binomio:
a) x3 —9x?% 4+ 27x — 27
b) x3 + 15x2 + 75x + 125
c) -x3—2x2+3x—1
8 4 2

d) 8x3 + 36x% + 54x + 27

e Trinomio de Sequndo Grado
Para descomponer en factores el trinomio de segundo grado P(x) = ax? + bx + ¢, se iguala a
cero y se resuelve la ecuaciéon de 2° grado, los valores de X que la satisfacen se encuentran
aplicando una formula en la cual estos intervienen.

—b+VbZ—-4.a.c
2.a

ax? +bx+c=0 o X1, =




Si las soluciones ala ecuacion son X1y Xz, el polinomio descompuesto sera
a. (x—xq).(x — x3)
Ejemplos:

P(x)=2x*+x-3=0 »a=2;b=1;c=-3

—-1+./12-4.2.(-3) -1+vJ1+24 -1+5 -1+5 -1-5
X12 = 2.2 - 4 =3 "N T =1lyX=—
_ 3
2

P(x)=2.(x—1). (x + ;)

P(x)=2x>+4x+2=0 »a=2;b=4;c=2
_ —4+V47 422 -4+V16-16 —4+0

X12 = 2.2 4 4
Px)=2.(x+1.(x+1)=2.(x+ 1)

—>X1=X2= -1

11. Hallar las raices del trinomio de segundo grado:
a) x?—x—6
b) x2—5x—6
c) 2x2—8x+9
d) —3x2—6x+9

e Teoremade Gauss
Se utiliza para averiguar raices de un polinomio.

Si el polinomio P(x), de grado n, con coeficientes enteros y término independiente no nulo,

admite una raiz racional s (fraccidn irreducible), entonces p es divisor del término independiente

y g lo es del coeficiente principal.
Para hallar las raices racionales de un polinomio:

e Se buscan los divisores del término independiente y del coeficiente principal.

divisores del término independiente

e Se buscan las posibles raices: 2 = == — —
q divisores del coeficiente principal

e Se especializa el polinomio por las posibles raices (x, es raiz si P(x,) = 0)
e Una vez obtenida alguna de las raices reales, se utiliza Regla de Ruffini o Trinomio de

Segundo Grado para factorizar completamente el polinomio.

Todo polinomio P(x), de grado n, de n raices reales, puede factorizarse como:
P(x)=a.(x —x).(x —x3). (x — x3) v ... (x — x,,) Siendo a el coeficiente principal del polinomio y

X1; X2; ...} X, SUS raices reales.
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Ejemplo: Expresar en forma factorizada el polinomio P(x) = 2x3 — 11x?* + 17x — 6

Coeficiente principal = 2; término independiente = -6
e Losdivisoresdea (q)son +1y+2
e Los divisores del término independiente (p)son +1,+2,43,16

. , . 1 3
e Armamos las posibles raices racionales S: +1; 2 +2; +3; oy + 6
e Especializamos esos S hasta hallar uno que lo anule:

P(-1) =2.(-1)} —11.(-1)2 + 17.(-1) =6 = —6
P(D=213-11.12+171-6=2

P(H)=2(2) ~10(2) +17.0-6=0 = x =3 esraizde P
=)=2.z) —11.(= =—6=0->x=2
5 > > 5 X > esraiz de P(x)
e Como P(x) = (x — %) .Q(x), calculamos P(x): (x — %) para hallar Q (x):

2 -11 17 -6
- 1 5 6

2 -10 12 —0» Q(x) = 2x%2 —10x + 12
e | Para factorizar Q(x) podemos hallar sus raices:
—(—-10) £/ (—10)? — 4.2.12
2x2—10x+12=0 - (-10) £ (-10) -

%, x=2x=3
e Lafactorizacion de Q(x) sera: Q(x) =2.(x —2).(x—3)
e Finalmente, la factorizacion de P(x) es: P(x) = 2. (x —%) (x—-2)—-(x—3)

12. Hallar las raices utilizando el Teorema de Gauss de los siguientes polinomios y
factorizarlos:

a) x3—2x>—-5x+6

b) —4x*+ 2x3 —2x+1

c) x3—31x—30

d) x3 —4x% —3x + 18

e) —2x* —10x3 — 18x% — 14x — 4
f) 3x3—7x%—-22x+8

Casos combinados de factoreo
En algunos polinomios se deben aplicar varias veces los distintos casos de factorizacion.
e Siempre que sea posible se debe extraer factor comun, y luego, se estudia si
alguno de los factores se puede seguir descomponiendo en nuevos factores.

mFactor comin x?

PO) =2+ 28 +x8 =22 B+ 2+ 1) =52 . (& + 1)?
‘\_,/\Trinomio cuadrado perfecto
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o Se analiza si es posible extraer factor comun por grupos, y luego, se estudia si
algunos de los factores se pueden seguir descomponiendo en nuevos factores.

mFactor comdn por grupos

R)=x®+3xZ—4x— 12 =x%(x+ 3) = 4.(x + 3) = (X + B).(x* = 4) = (x + B).(x ~ 2).(x + 2)

Diferencia de cuadraM

o Se puede también aplicar el Teorema de Gauss.

Factor comiin —3 Trinomio cuadrado perfecto /-_\
m Sl

S ==Bx> + 157 — 24x + 12 = -B.(x° ~ %% + &x = 4) ==B.(x — 1).(x* = 4x +4) ==3.(x - 1){x— 2)

Teorema de Gauss U

13. Observar el procedimiento realizado para hallar la factorizacion de cada polinomio e
indicar qué caso de factoreo se aplica en cada caso y si esta resuelto correctamente.
En caso contrario, escribir la factorizacién correspondiente.
a) x3—x?—4x+4
x2.(x—1)—4.(x—1)

(x2—4).(x—1)

(x—2).(x+2).(x—-1)
b) 2x2 + 18

2.(x*>+9)

2.(x —3).(x+3)

c) x3 —4x? + 4x
x.(x? —4x + 4)
x.(x—2).(x—2)

d) x*—x3—x—-1
x3.(x—1)—(x—1)
(x—1).(x3-1)

e) 2x° + 4x* + 2x3
2x3.(x2+2x+ 1)
2x3.(x+1).(x+1)

14. Escribir los siguientes polinomios en forma factorizada:
a) 2x° — 50x f) x®+x%+-x
b) 2x° — 22—7x2 *

g) XG—EXZ
c) 3x3—12x?>+15x — 6 A s 9,
d) 2x6 — 16x° )  —x% 4 3x7 = ox
€) x3 + 3x% + 4x + 12 ) —Axtesx—4
j) x3—3x2—§x+z
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Unidad 2: Funcién cuadrética.

Problema inicial

En un corralén de materiales se venden baldosas cuadradas a $12 el m? y cobran $14 por
enviar el pedido en un flete.
a) ¢Cuanto cuesta comprar la cantidad de baldosas suficientes para embaldosar un
patio cuadrado de 3m de lado, incluyendo el traslado?
b) ¢Cuanto cuesta comprar la cantidad de baldosas suficientes para embaldosar un
patio cuadrado de 7m de lado, incluyendo el traslado?
c) ¢Cual es la formula que permite determinar el costo de una compra de
baldosas, en funcion de la medida del lado del patio cuadrado a embaldosar,
incluyendo el flete?
d) Representar dicha formula en un sistema cartesiano.
Definicion
A la funcion polinémica de segundo grado f(x) = ax? + bx + ¢, siendo a, b y ¢ nimeros reales y

a # 0, se la denomina funcion cuadréatica.

e Los términos de la funcion reciben los siguientes nombres: y = ax? + bx + c\1

Término cuadratico +— término indep.
Término lineal
e La representacion grafica de una funcion cuadratica es una parabola.
Ejemplo: f(x) = x%>+4x+ 3
Para representarla construimos una tabla de valores, mediante la cual obtenemos algunos pares

ordenados correspondientes a su gréfica.

X
4
-3
2
1

0
1

y=x4+4x 43

00| W| ol 1| O W<

La grafica de la funcion cuadratica recibe el nombre de Parabola. Sus dos ramas son
simétricas respecto a una recta. En la grafica construida, la recta x=-2 es Eje de Simetria
de la curva. Se llama Vértice al inico punto de interseccion de la parabola con su eje de

simetria. En el ejemplo, el vértice es el punto V=(-2;-1)

13



Estudio del coeficiente a

-+
4
-
T o
+
-
S
-
+
-

Dadas las funciones de la forma f(x) = a.x?:
e Sia>0 la parabola va hacia arriba, es decir se llama concava hacia arba
e Sia<0 la pardbola va hacia abajo, es decir se llama concava hacia abajo.
e Si0<|a| <1,laparabola se abre respecto al eje de ordenadas.
e Si |a|l > 1 la pardbola se cierra respecto al eje de ordenadas.

e El veértice es el punto V= (0;0)
Desplazamiento Vertical

Dadas las funciones de la forma f(x) = ax? + ¢ :
o Si ¢>0 la gréfica se desplaza hacia arriba.
o Si ¢<0 la gréfica se desplaza hacia abajo.
o El vértice es el punto V= (0;c)

Observemos que este desplazamiento no modifica el eje de simetria, pero sila ordenada
del vértice y el conjunto imagen de cada funcion.
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1. Completar el siguiente
cuadrrjo: k f)=x* [fx)=x*+2f(x)=x*-1

Vértice

Conj. Imagen

2. Estudiar el comportamiento de las siguientes funciones, sin graficarlas.

a. La formula f(x) = x? — 3 corresponde a la parabola f(x) = x? desplazada ...... unidades
hacia............... El vértice es el punto............... y su conjunto imagen es..............

b La formula f(x) = x2 + 5 corresponde a la pardbola f(x) = x? desplazada ...... unidades
hacia............... El vértice es el punto............... y su conjunto imagen es..............

C. La formula f(x) = x% + 4 corresponde a la pardbola f (x) = x? — 1 desplazada ......
unidades hacia............... El vértice es el punto............... y su conjunto imagen es..............

Desplazamiento Horizontal

Dadas las funciones de la forma f(x) = a.(x — p)? :
. Si p>0 la gréfica se desplaza hacia la derecha

. Si p<0 la grafica se desplaza hacia la izquierda
. El vértice es el punto V= (p;0)

Observemos que este desplazamiento modifica el eje de simetria y la abscisa del vértice,
pero no su ordenada ni el conjunto imagen de cada funcién.

3. Completar el siguiente cuadro:

y=x y = (x-2)* y=(x+1)°
Eje de simetria x=-1
Veértice (2,0)

Si ahora trasladamos la grafica y = x? una unidad hacia la derecha, y dos unidades hacia arriba,

obtenemos la grafica de la funcién y=(x-1)>+2.
Y si, trasladamosy = x? tres unidades hacia la izquierda y una unidad hacia abajo,
obtenemos la gréafica de la funcién: y = (x + 3)2- 1.

De lo anterior resulta que: al desplazar la grafica de y = x? p

unidades en sentido horizontal y k unidades en sentido vertical,
15




obtenemos la gréfica de la funcién: f(x) = (x - p)? +k

donde su Vértice es el punto V = (p; k) y el Eje de Simetria es
la recta de ecuacion x = p.

Esta forma de expresion de la Funcion Cuadratica se llama Candnica.

4. Indicar cudl fue el desplazamiento aplicado a la funcién y = x? para obtener cada una
de las siguientes expresiones:
a. y=(x-5)?
b. y= (x+4)2—%
cC.y=x%+25

Raices de una funcién cuadratica. Discriminante.

Al radicando b? — 4.a.c se lo llama Discriminante ya que el valor del mismo sirve para
discriminar la naturaleza de las raices y se lo simboliza con la letra griega A (delta):

A=b’-4ac
Ejemplos:
a. X2-5x+ 6=0:

5+./(-5)2—4.1.6
12 = 2.1

_511_4

X12 = 5 = Xy =2

Las raices son numeros reales y distintos

b.x?-2x+5=0

2+./(=2)2-4.15
f2 = 2.1

2+4i A:::::

x1’2= > ES x2=1—2l

Las raices son numeros complejos conjugados
C.9X+6x+1=0

_ —6+V62-4.9.1
X12 = 2.9
-610
xl’z = 18 le = xz = _3

Las raices son numeros reales e iguales (raiz doble)
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Observemos que:
« Sib’-4ac>0,laecuacion tiene dos raices reales y distintas.
« Sib’-4ac=0,laecuacion tiene una Gnica solucién real; diremos que es una raiz
doble.
« Sib?-4ac<0,laecuacion no tiene raices reales; tiene dos raices complejas.

N/

5. Calcular el discriminante de cada funcién e indiquen si las raices son iguales, distintas
0 no tiene ralces
a. y= —x +3x+2
b. y=x%—6x—18
c. y=2x2+4+3x+3
d y=3x2-2x—1

X ‘ T 3

6. Hallar los posibles valores de “m” para que se cumpla la condicion pedida en cada
caso:
a y=x2+mx+3 tiene una raiz doble.
b. y=2x>-x-m no tiene raices reales.
c. Elgréfico de las funciones de la formay = m x? - x - 1 interseca el eje x en dos puntos.
d. El gréafico de las funciones de la formay = - x> - m x— 5 toca al eje x, pero no lo atraviesa.

Forma factorizada

Si conocemos las raices reales de la funcién cuadratica, puede ser expresada de la siguiente
manera:

f(x) =a.(x —x1). (x — x3) forma factorizada

donde x; y x, son las raices reales y a es el término cuadratico.
Ejemplo: La funcion f(x) = 2.(x — 1).(x + 3) tiene raices x=1y x= -3
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Distintas expresiones de la funcion cuadratica.

La funcion cuadratica puede ser expresada de distintas maneras.

POLINO!

Se desarrolla el cuadrado 2% o2 e & Se aplica la propiedad
de un binomio. "4 \disfribu{iva
/ \ \
Se busca el vértice. XN
Se buscan rai
uscan las raices. S FACTORIZADA

fix) a. {x X }

El vértice y el eje de simetria se reconocen con Las raices se identifican en forma inmediata.
v1\
84

faClHdad. y‘r

eje de simetria
x=3
v = (3;5)

'
'
'
'
'

141 : 1
24 [} [ x=2
i " : 1 " ) Z
TS 4 Rl f1 66 B &%
v=(1-2Y : M)
eje de simetria s 1 ‘ L
xmog " 5 :' 4 K/
L 3 ' b
{' w‘
y. = 2. (x+1)*-2 =  2x%+4x y,= (x+1)-(x-3) = x*-2x-3
i J e J L —_—
Candnica Polinémica Factorizada Polinémica
= ~(x-3)? = —xf - = - -2).(x=-1) = -2 +6x-4
Y. = (x-3) +5._[ X© + OX 4) Y, l2.(>< 2).(x 1? ‘ -4
Candénica Polinomica Factorizada Polinémica

7. Expresar cada una de las funciones en la forma que se pide:
a. f(X)=x>—4x+3en forma canOniCa €S....cceeeurerurrrnneernrrennsenneennns

b. f(x) :—% (x + 2).(x — 3) en forma polinémica es

8. Escribir las siguientes funciones en forma mas conveniente de acuerdo a los

datos y luego expresarla en forma polinémica.
a. El vértice es (-3;-2) y el coeficiente principal es -2.
b. Las raices son x= -4 y x=2 y el coeficiente principal es -1.

c. El vértice es (-3;-2) y pasa por el punto (0;1)
d. Corta al eje x en (-1;0) y (4;0) y pasa por el punto (-4;-6/5)

Propiedades de las Raices
Las raices x; y x, de una ecuacion de segundo grado (ax? + bx + ¢) y los coeficientes a, by c

de su forma polinébmica se relacionan de la siguiente manera:

b c
x1+x2=—5 xl.x2=z

ax? bx ¢

ax?+bx+c=0 > —+—
a a a
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., , 1
Reconstruyan la ecuacion de segundo cuyas raices son x; = =~y x, = 3

b, 15 b 5 __b_b__5
X+ X a:> 2+5_ aﬁzk?:ﬁa_q__g_ . 2 . .
xop=L=-1 304506 __35 y=+ (-3l 8

1 2 a 2 P - 2

y=2x?-5x-3
9. Escribir en forma polindmica cada una de las siguientes funciones cuadraticas:
a. Tiene porraicesax; = 2yax, = % y pasa por el punto P=(1;-3)
b. Tiene porraicesa x; = 2y ax, = —2 y su ordenada al origen es 12.
c. Pasa por los puntos P=(2;0), Q=(-4;0) y R=(-2;-3)

10.Observar los graficos y responder:

a

4 v
{ [
! 1
T 1
[ i
1 - e -

443l L L L L L5 1)1

f |
! 1
| :
' +

R 10

Vé Erti

cje a e

Orde il origer

iIntery e recimiento

Intervalo de decrecimiento

b |7 d

{ ] { 4
| i

o Raices:
Raices:

Vértice:
Vértice:

Z e de simetria:
Eje de simetria: &

ada al origen:
Ordenada al origen: Ordena g

imi Intervalo de crecimiento:
Intervalo de crecimiento: S G

de d miento: \ntervalo de decrecimiento:
Intervalo de decreci 3

Estudio completo
e DOom: R

e Ordenada al Origen: es el punto donde la funcién corta al eje de ordenadas. Se calcula
reemplazando a la funcién por x=0: f(0) = a.0> + b.0 + ¢ . Esdecirla0.0es: f(0) =c

e Raices: son los puntos donde la funcion corta al eje de abscisas. Se calcula igualando a

cero la funcion: f(x) = 0. Y se aplica la formula resolvente para hallar los valores de x.

—b + Vb2 — 4ac
12 = 2a
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e Vértice: es el punto maximo o minimo de la funcion. Las coordenadas del vértice se

calculan:

X1+x5 b
= (0]

Xy > Xy =—7— Y=/[f(x) V = (xy; ¥p)

2a

e Eje de simetria: recta vertical de ecuacion: x = x,,

e Méximo/ Minimo: El vértice de la parabola es minimo si la misma es concava hacia

arriba o es maximo si la misma es céncava hacia abajo.

e Conjunto Positividad: esta formado por los intervalos reales donde la gréafica se

encuentra por encima del eje de abscisas.

e Conjunto de Negatividad: esta formado por los intervalos reales donde la grafica se
encuentra por debajo del eje de abscisas.

e Intervalos de Crecimiento: una funcidn continua es creciente en un cierto intervalo
de su dominio cuando al aumentar los valores de la variable independiente, aumentan
los valores de la variable dependiente.
En simbolos: f(x) es creciente si: x1 >x2 ->f(x1 ) >f(x2)

e Intervalos de Decrecimiento: una funcion continua es decreciente en un cierto intervalo
de su dominio cuando al aumentar los valores de la variable independiente, disminuyen
los valores de la variable dependiente.

En simbolos: f(x) es decreciente si: x1 >x2 =f(x1) < f(x2)

e Conjunto Imagen (Img): son todos los valores que toma la variable dependiente.

11.Analizar en forma completa las siguientes funciones:

a f(x)=x2-x-2 ff(x)=x2—6x+5
b. f(X)=2.(X —3)2 -2 0.f@) =2.(x+3).(x—)
. f=—2.(X+2).(X—4) h. £(x) = 3. (x + 1)2
d. f(X)=—X2+2X+3 i f(x) = —2.x2 +2x
e.fl)=-(X+3)*+1 j. f(x) = x22+ 6x + 10

Interseccion de parabolas, parabolas y rectas

Resolver analiticamente un sistema de ecuaciones significa encontrar los valores de las
incognitas que verifican simultdneamente las ecuaciones del sistema. Resolver graficamente un

sistema significa encontrar los puntos de interseccion de ambas graficas.
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En los casos en que el sistema esté formado al menos por una ecuacién de segundo grado,
se puede reconocer cuantas soluciones tiene el mismo analizando el discriminante de la

ecuacion cuadrética que surge al resolver el sistema por el método de igualacion o sustitucion.

A>0 A= " A<
Dos puntos de interseccién Un punto de interseccign ngun punto ae
Interseccion
¥ ¥ ¥
' .f'
Sistema formade por una . | I'
recta y una pardboln T . { —_
- A :'.' J." * .I'._
y=mx+d \ LA
y=ax +bx+e ; T

12.Resolver analitica y graficamente cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones.

y=—4x-2 y=x-3 y=—x"+8x—15 y=-2x-5

)= x" —4x+5 = 2% —Qx— =x2=2 =—x?+2x43 — 42
a) {} x +3x+ b) {y 2x° —8x—4 c) {y x x d) {y x“+2x+ e) {y—x +4x+3
y=—x+:

Ecuaciones de sequndo grado.
La formula general de las ecuaciones de segundo grado es:
ax’? +bx+c=0 Aa€ER ANbER Ac€ER ANa#0

e Si b = 0, la ecuacion de segundo grado es incompleta de la forma ax? + ¢ = 0.
Para resolver este tipo de ecuaciones, se despeja el valor de la x teniendo en cuenta que Vx*= Ixl.

9=0 -Ixé+0=0 % +49=0
x?=9 3% = -6 X =~ 49
,X‘ = \‘{“9 Xe=2 % =49
Xy =D AXy == x| =v2 x| = V49
X =V2 A%, =2 X =L A==

* Si ¢ = 0, la ecuacion de segundo grado es incompleta de la forma ax? + bx = 0.
Para resolver este tipo de ecuaciones, se debe tener en cuenta que dado m.n=0=m=0vn=0

x“+3x=0 -I%¢ +x=0
x.x+3)=0 x.(-2x+1)=0
x.=0 XX—C‘
X, +3=0=>x,=-3 _3x’.,1:o:x—7%.
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Si la ecuacion es completa, o sea que ninguno de sus coeficientes es igual a cero, los valores de x
jue la satisfacen se encuentran aplicando una formula en la cual estos intervienen.

aX"+bx+c:O:>x_:._-i?’,f_\'{L21;;iﬂk'
2x° - 14x+24=0=a=2Ab=-14rc=24
~(-14) (147 -4.2.24 _145\T96-192 _142V& _ 1422
e 2.2 - 2 - 4 4
x,}=14;2=4/\x?=144‘2=5

~3xe 4+ 2x+4=0=a=-3Ab=2Ac=4

i —21\[22~m_—21\l4+4_5_—2t\/52
— = T -6

12~ 2.(-3) -6
-2+52 _-2-52
X R AX, =

1 -6 2 -6

13.Resolver las siguientes ecuaciones:

a. —3x24+27=0 f. 5x2 —x=-3x+2x*+8

b. x.(x+3)-(3x-4)=0 g. Zx.(x—5)+3x=10.(§—x)
c. (x+5).(x=5)=0 h. (2x+4)% = (x + 3)?

d. -3x2-5x=0

. x—(1-3x%)=2x*-(-x-3)
e. x.(x—1)+Ex=0 i _ 2 _ ) = — —
YT . 1-4x*—-x)=2x—-1).(x—1)
14.Plantear la ecuacion y resolver:
a. Lasuma entre el triple de un nimero y su cuadrado es igual al opuesto de dos. ¢ cual
es el nimero?
b. Hallar el perimetro de un rectangulo cuya area es 72cm? y su altura es la mitad de la
base.
c. La suma de los cuadrados de dos nimeros consecutivos es 481. ¢ cuales son los
nameros?
d. Enun triangulo isésceles, la hipotenusa mide 2 cm mas que un cateto ¢,cual es el
area?
e. El producto entre dos numeros naturales consecutivos es 462. ¢ Cuales son los

ndmeros?
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15.Modelizar las siguientes situaciones utilizando la funcion cuadratica:

a. Un proyectil se dispara hacia arriba, su altura sobre el suelo , t segundos después del
disparo esta dado por s(t) = —4t? + 120t, donde s se mide en metros.

I.  ¢para qué intervalos de t, el proyectil asciende y para cuales desciende?

ii. Determina el instante en el que el proyectil alcanza su altura maxima y calculala.

iii. ¢Cuanto tardd el proyectil en llegar al suelo?
iv.  Calcula la altura alcanzada 5 segundos después del disparo
v. Decidi cual es el Dominio y Conj. Imagen de la funcién en el contexto del problema.

b. Los ingresos mensuales de un fabricante de zapatos estan dados por la funcién:

I1(z) = 1000z — 222, donde z es la cantidad de pares de zapatos que fabrica al mes.

i. ¢Qué cantidad de pares debe fabricar mensualmente para obtener el mayor ingreso?

ii. ¢Cuales son los ingresos si se fabrican 125 pares de zapatos?

iii. ¢a partir de que cantidad de pares comienza a tener pérdidas?

c. En unaisla se introdujeron iguanas. Al principio se reprodujeron rapidamente, pero los
recursos de la isla comenzaron a escasear y la poblacion decrecid. EI nUmero de
iguanas a los t afios de haberlos dejado en la isla esta dado por:

I(t) = —t* + 250¢t.

i. Calcular la cantidad de afios en los cuales la poblacién de iguanas aumento

ii. ¢en qué momento la poblacidén de iguanas se extingue?

d. Un granjero decide criar patos y compra una cierta cantidad entre machos y hembras.
Se empiezan a reproducir y la poblacién crece en funcién del tiempo y este crecimiento
esta dado por la formula: p(t) = —2t? + 20t + 22, en donde p es el nimero de patos y t
los afios transcurridos.

i. ¢Cuantos patos compro?

ii. ¢Cuando se da la mayor poblacion de patos, y cuantos son?

iii. ¢ Cuando hay 184 patos?

iv. ¢en algun momento se extinguen? Si es asi ¢ Cuando?
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Unidad 3: Trigonometria

Sistema de medicion de anqulos.

Para medir angulos se utilizan distintos sistemas de medicion.

e Sistema sexagesimal: la unidad de medida en este sistema es el grado sexagesimal
(1°), que se obtiene al dividir el angulo recto en 90 partes iguales.
Cada grado se divide en 60 minutos 1% 60"
Cada minuto se divide en 60 segundos 1" ----------- 60" = 1°------ 3600~

Ejemplo: ¢a cuantos grados minutos y segundos equivale un angulo que mide 62,37°?

Ya sabemos que el angulo mide 62°, para conocer el valor de los minutos utilizamos
equivalencias aplicando “regla de tres” y calculamos:

yR— 60°
o Jicy A m— X’
0,37°.60°
x =~ = 222

Hasta ahora podemos afirmar que el angulo mide 62°22" y nuevamente utilizando la regla de
tres calculamos a cuantos segundos equivalen 0,2

De esta manera sabemos que el angulo mide 62,37° o0 bien 62°22°12""

e Sistema circular: la unidad de medida en este sistema es el radian.
Se llama radian al &ngulo que abarca un arco de circunferencia cuya longitud es igual al radio de
la misma.

7":% a
arco ab = ob

& = 1radian A X

_ arcoab
XA =———
ob

El valor de un angulo de un giro es de 21 radianes
El valor de un angulo llano es de 1 radianes.

El valor de un angulo recto es de g radianes
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Relacion entre los dos sistemas de medicién de angulos:

Sistema sexagesimal Sistema circular (radian)
) (grado)
Angulo nulo 0° 0 rad
o s
Angulo recto 90 frad
Angulo llano 180° 1T rad
Angulo de un giro 360° 21 rad

Al utilizar la calculadora se puede trabajar con los dos sistemas de medidas, se presentan como
modo:

e En modo DEGREE (DEG) la calculadora utiliza el sistema sexagesimal.

e En modo RADIAN (RAD) la calculadora utiliza el sistema circular.

1. Utilizando los datos del cuadro responder:

a. ¢,Cual es el angulo, medido en sistema sexagesimal, que ne sistema circular
mide 1,7 radianes?

b. ¢, Cual es el angulo, medido en sistema circular, que ne sistema sexagesimal
mide 30°7?

C. Determinar cual es el angulo t, medido en sistema sexagesimal, si en el

. . . 16
sistema circular mide grad. oy ?nrad?

Teorema del Seno y Coseno

Si queremos resolver situaciones en las que estan incluidos triangulos no rectangulos,
debemos utilizar los siguientes teoremas que relacionan los lados de cualquier tridngulo
con sus angulos interiores.

Por ejemplo, queremos resolver la siguiente situacion...

Se necesita conocer el costo que insumira el transporte de gaseosas de una empresa,
desde su establecimiento hasta la ciudad de Charata en Chaco. Por los datos obtenidos
con el GPS y viajes anteriores, se conoce la siguiente informacion:

El costo por km recorrido de transporte es de $1,30.

El viaje se realizara por la ruta que une ambos destinos en forma directa, sin pasar por el
punto M de interseccién de rutas. Charata

El GPS nos indica el siguiente gréfico:

establecimisnto

¢, Cual es el costo del viaje? Notemos que el triangulo que determina el problema no es
rectangulo, ya que los &ngulos conocidos no son rectos y la suma es superior a 90°. Entonces,
para hallar la solucion debemos completar el estudio de las relaciones trigopnométricas con los

siguientes teoremas:
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e Teoremadel Seno:
“En todo triangulo sus lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos”

’ ab ac bc

sené  senb send

Ejemplo: Dado el siguiente triangulo, calcular los lados que faltan:

Para calcular los lados ab y bc se aplica el Teorema del Seno:

Ejemplo:
Dado el siguiente triangular calcular los lados que faltan:

S7em___ab__ 5 _ 2678
sen 140°  sen30° ab = cesgom

37cm bc e = 10
= = =
sen 140° senl0° ¢ cm

e Teoremadel Coseno:
“El cuadrado de uno de los lados de un triangulo, es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados menos el doble del producto de dichos lados por el coseno del a&ngulo que
forman”

A% =B%2+(C%?—-2.B.C.cosd
A B2=A2+C?—2.A.C.cosh
C? = A% + B%> — 2.A.B.cos¢

Eiemplo: Dado el siguiente triangulo, calcular el lado que falta:

157

M? = §S? + R? — 2.5.R.cosm

M? = 25cm? + 49¢cm? — 2.5cm. 7cm. 0,67
M? = 27,1 cm?

M =521cm

Ahora estamos en condiciones de resolver el problema planteado al comienzo:
Utilizando el Teorema del Seno relacionamos los datos que nos informa el gps en el triangulo,
con la distancia que queremos averiguar:

105km X 105km. sen55° 13381k
= = = = =
sen40° sen55° x sen40° x oL
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Para responder la pregunta tenemos que calcular el costo de cada viaje:
Costo total=133,81km.$1,3 = $173,96

Rta: A la empresa le cuesta cada viaje $173,96.

2. Calcular el valor de x en cada una de los tridngulos.

1)

10 cm x
30°
13 cm
3} 4
10 cm
20 8 om
407
30 em Tem

Resolucidén de tridngulos oblicuangulos.

Un triangulo es oblicudngulo cuando ninguno de sus angulos interiores es recto, y resolverlo es
hallar el valor de sus tres angulos y sus tres lados. Para ello hay que aplicar el teorema del seno,
del coseno y las propiedades de los angulos interiores de un tridngulo.

Siempre que sea posible se deben utilizar los datos, en lugar de los resultados obtenidos.

Casos gue se aplica el Teorema del Seno:
1. Cuando se conocen dos angulos y un lado.

Ejemplo:
a Resolucion:
a. Sebuscaelé: ¢=180°—(a+b)
l4cm @ & = 180° — (300 + 960)
" ago ¢ =54 ., .
o b. Hallamos el lado A: =

sen d sen ¢

A 14cm

sen 30° sen 54°

_ 1l4cm

0,5 0,81
__14cm.0,5

A =———=2864cm
0,81
B C

C. Hallamos el lado B: — = -
senb sen ¢

B __ l4cm

sen 96° sen 54°

B _ 1l4cm
099 0,81
14¢m.0,99
B=———"—=17,11cm
0,81
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2. Cuando se conocen dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos:

Ejemplo:
a Resolucion:
A A B

7m a. Sebuscaa: a= - = —

send senb

3m _  2m

- 400 sen d sen 40°
h c 3m _ 2m
3m

send 0,64
3m. 0,64 = 2m.send
a = arcsen0,96 = 73°44°23"

b. Sebuscaé: ¢ =180°— (a+ b)
¢ = 180° — (73°44°23” + 40°)
¢ = 66°15°37"
B C
c. Hallamos el lado C: e -
senb sen €
2m
sen 40°  sen 66°15°37"
m _ C
0,64 091
2m.0,91 = C.0,64
C =2,84m

Casos en gue se aplica el Teorema del Coseno:

1. Cuando se conocen dos lados y el &hgulo comprendido entre ellos.

Ejemplo:
Resolucion:
! 1. Hallamos el lado M:
3em M? =S%2 + R%2—-2.5.R.cosm
: M? = 25cm? + 49cm? — 2.5cm. 7cm. 0,67
— . M? = 27,1cm?
' M =5,21cm
2. Se busca 7: Se puede recurrir al Teorema del Seno.
R M
senf  senm
7cm __ 521cm
sen?  sen 48°
7cm __ 5,21cm
sen? 0,74

7 = arcsen0,99 = 81°53°25"

3.Sebuscas: §=180°—(m+7)
180° — (48° + 81°53°25")
50°6°35"

s
S
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2. Cuando se conocen los tres lados.

Ejemplo:
a Resolucion:
9em a. Se busca a: ) ) )
hem A? =B%?+(C?*—-2.B.C.cosa
, 81cm? = 144cm? + 225cm? — 2.12cm. 15¢cm. cosa
h 81cm? — 369cm? = —360cm?. cosa
9cin t -288cm? ~
“360cmz €054

a = arccos0,8 = 36°52°11"

b. Se busca b:
B2 =A%2+C%—-2.A.C.cosh
144cm? = 81cm? + 225cm? — 2.9cm. 15cm. cosb
144cm? — 306cm? = —270cm?. cosh

—162cm? ~
————— = cosb
—270cm?2

b = arccos0,6 = 53°7°48"

C. Sebuscaé: ¢=180°—(a+h)
¢ = 180° — (36°52°11" + 53°7°48")
¢ =90°0"1"

3. Resolver los siguientes triangulos:

m
a. b.
15 cm 38 om
n t 2

4. Resolver:
a. Calcular el valor de la diagonal ac del trapecio isGsceles abcd.

b [
10 m
S0- 4
* 18 m

b. Calcular el perimetro del romboide abcd.

=
/{\:!_-,\
- WE3 ﬁ P o
=]
\/
Eal

5. Plantear y resolver los siguientes problemas.

a. Un arbol estéa situado a la orilla de un rio. El extremo superior del arbol, desde un cierto
punto (ubicado en la otra margen del rio), determina un angulo de elevacion de 17°. Si a 25
m de dicho punto en direccion del arbol, el angulo es de 35°, ¢,Cual es la altura del mismo?




b. Dos automéviles se encuentran transitando una misma autopista, en un punto la autopista
se bifurca en dos caminos que forman entre si un angulo de 32° y cada automévil sigue por
un camino diferente. Si el primer automovilista continda por uno de los caminos a una
velocidad constante de 75km por hora y el otro automovilista lo hace a 90km por hora, ¢a
gué distancia, entre si, se encuentran los automaoviles una hora después que se separaron?

c. En una plazoleta de forma triangular, los lados miden 60m, 75m y 50m. ¢ Qué
angulos se forman en las esquinas de la misma?

Identidades trigonométricas

Las identidades trigonométricas son igualdades en las cuales aparecen razones
trigonométricas y resultan verdaderas para cualquier valor de los angulos agudos de un
triangulo rectangulo.

Para resolver una identidad trigonométrica se desarrollan uno o ambos miembros de la
misma, tratando de obtener expresiones equivalentes. Para ello se utilizan las relaciones
gue se establecen entre las razones trigonométricas de un mismo angulo.

Relaciones entre las razones trigonomeétricas de un mismo anqulo

Relacion pitagorica

En odo triangulo rectangulo se cumple la siguiente relacion entre el seno y coseno de cada uno
de los &ngulos agudos:
77\ 2 =\ 2
b
sen’t + cos?t = (:C) + (ac)

ab ﬁ

Hpolenusa T,
caleto opuesto Senzt + COSZt — bc_+ac
ab?
aAd
ab? .2
cateto ¢ sen?t + cos’t = — por Teorema de Pitagoras

adyacente

sen’t + cos’t =1

Relaciones reciprocas
Entre las relaciones trigpnométricas, tres de ellas se relacionan reciprocamente respecto de las
otras tres:

1

cotg

A
— || cos@ = —
coseca seca

send = tga =

Relacion entre la tangente, el seno y coseno
El cociente entre el seno y coseno de un mismo angulo, expresados ambos como razones es:

. bc O
2Nt _ ab simplificamos y nos queda: sent _ be
cost A& b y 9 "cost ac
ab
. . ~ sent
Como la razon obtenida es la tangente, entonces]tgt = o
. . . ~ cost
Y del mismo modo se obtiene la igualdad:| cotgt = P
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Razones trigonomeétricas de anqulos complementarios

El triangulo abc de la figura es rectangulo, en consecuencia, la suma de las medidas de los
angulos agudos es igual a 90°, es decir, ambos angulos son complementarios.
En simbolos: £ + # = 90°

Hyokmsa

b

A

De esta igualdad deducimos:

Por otro lado, cost =

Ademés, por (*): |cost = sen(90° — t)| =|sent = cos?

sent = cos(90° — t)

Identidades trigonométricas

a. 1+tg?a = sec’a

cos?@+sen?a

cos?a

sec?qQ

sec’@ = sec?@

b. 1+ cotg?@ = cosec?a

1+

sen?@+cos

sen?

cos
sen?

~

a

2

2

a

a

sen?a

— = cosec’@
a

= cosec?@

= cosec?@

cosec’@ = cosec?a

A

6
1+cos@ ~
a. —+ tga =
sena
1+tga
. —gA = tga
1+cotga
C.
d

. (sec?@ — 1).cosec?@.cotg@ =

1+cosa

sena.cosd

cosd.(tgd@ + 1) — cos@ = sena@

cosa.sen
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c. (sen@ + 1).(sen@ — 1) = —cos?@
sen’@ — 1 = —cos?a
sen’@ — (sen’@ + cos*@®) = —cos?a
sen’@ — sen?@ — cos*@ = —cos*a@
—c0s%@ = —cos?a
d. coseca.tga = seca
1 send .
— . —— = secd
sena cosa
1
— = secq@
cosa

seci = sec@

e. (sen@ + cos®)? = 2tg@.cos*a + 1

sen?@ + 2.sen@.cos@ + cos?@

send g A
= 2. —.cos“a+1
cosi

1+ 2.send@.cos@ = 2.senldl.cosd + 1

. Resolver las siguientes identidades trigonométricas:



Funciones trigonométricas

e Circunferenciatrigonométrica

Se denomina circunferencia trigopnométrica a una circunferencia de radio 1 con centro en el
origen de coordenadas.

La rotacion de la semirrecta op, con centro en el punto (0;0) y el &ngulo de giro &, corta a la

- - - .- 7 Ve A
circunferencia en un punto P = (xy; y;) Y determina un triangulo rectangulo ox;p.

4
1 /
[ e R ” Pl * ’lr v
é X ) . , Y Py e ~{r.y
| El radio de la circunferencia vale 1 = el 7N
. " . £ i
op = radio de la circunferencia = 1 { 1 \“m
A\ 9. X /Y‘
P \\ )
" 7
k. el
T
Razones trigonométricas Funciones definidas en la

circunferencia trigonométrica

.  medida cateto opuesto % y ol = y\
Sen - : } e o e ol Sen @ = = y op=1 = Bena
medida hipotenusa op
. medida cateto adyacente i e X : R e \\
Cos a » - s - s . . Cos & == yop=1 = Cos a=?
medida hipotenusa op
2o medida cateto opuesto ‘ ik ;
I'g o - - S - - > Iga= =
medida cateto adyacente YRR,

e Positividad y Negatividad de las funciones trigonométricas

Para determinar el signo de las funciones trigonométricas se debe conocer a que cuadrante el
angulo y los signos de las coordenadas del punto P = (x;y)

Cuadrante sen@@ cos & tg o ”ln .
| + + + | :
I + - s e N e
M - : s AN
v - + ~ o ey \

7. Completar con > 0 < segun corresponda en cada caso

y

"‘1) 2) ? 3)
e B "
5 \
@ ‘ ‘ . X
a)sena 0 a) sen f% 0|
b)cosa 0 ' b)cosB 0
tga 0 | ejtgls | |0 |
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Representacion grafica de las funciones trigonomeétricas

Caracteristicas de la funcién F(x) = senx
e Raices: corta al eje x en todos los puntos k.m (k € Z)
e Int. Ejey: (0;0)
e Amplitud: sus imagenes estan entre 1y -1. La amplitud es 1.
e Periodo: es 2m, osea, que “repite el ciclo” cada 360°.

e Crecimiento: (0;5) U (%n; 2m)

.. 3
e Decrecimiento: (g; )

Caracteristicas de la funcion F(x) = cosx
e Raices: corta al eje x en todos los puntos g +kn(k€Z)
e Int. Ejey: (0;1)
e Amplitud: sus imagenes estan entre 1y -1. La amplitud es 1.
e Periodo: es 2w, osea, que “repite el ciclo” cada 360°.
e Crecimiento: (m;2m)
e Decrecimiento: (0;m)

Caracteristicas de la funcién F(x) = tgx
e Raices: corta al eje x en todos los puntos k. (k € Z)
e Int. Ejey: (0;0)
e Amplitud: no esta acotada.
e Periodo: es m, osea, que “repite el ciclo” cada 180°.
e Crecimiento: es estrictamente creciente en todo su dominio.
e Asintotas verticales: y = /2 + k\-n con KkeZ
e Es discontinuaen los puntos =n/2 + k:n con keZ
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Amplitud, periodo y anqulo de fase.

-

r DeSP\uzu la funcién con respecto al eje x.

Modifica la amplitud f(x) = Asen(Bx - c) + v > D
de la onda T = » Modifica el periodc
e Amplitud
|Al: indica la amplitud de la funcion y es la semidistancia entre el maximo y el minimo dela
funcion.
A | Conjunto Imagen ol L3
f(x) =senx |1 [—1;1]
f(x) = 2senx [—2' 2]
f(x) = —senx |-1 -1; 1]
1
flx) = Ssenx | o [
e Periodo:

B: modifica el periodo (duracién de un ciclo) de la funcién sin modificar su amplitud.

B | Periodo: T=2Z
|B|
f(x) = senx 1 27
f(x) =sen(2x) |2 I
1 1
f() =senGx) | 5 i

e Angulo de fase

y
4=

Cc .. . . .- . . .
= desplaza la funcion con respecto al eje x; si es positivo, hacia la derecha, y si es negativo

hacia la izquierda.

........

€ | Angulo de fase
B
f(x) = senx 0 0(no se desplaza)
F(x) = sen(x — %) % % hacia la derecha
F(x) = sen(x + %) _% “hacia la izquierda
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e Desplazamiento respecto del eje y
D: desplaza la funcién respecto del eje y; sie s positivo, hacia arriba, y si es negativo, hacia
abajo.

D | Desplazamiento e
f(x) = senx 0 0(no se desplaza) f/ Oy :
f(x)=senx+1 |1 |1unidad hacia arriba e Sl
f(x) = senx — 2 -2 2 unidades hacia abajo 2/ 2

8. Unir con una flecha cada funcion con su correspondiente periodo.

1. f(x) =sen (—3x) a. 8m
2. f(x) =sen (4x) b. g
3. f(x) =—4senx o T
4. f(x) = 2sen (ix) d g_n
5. f(x) =sen (gx - %) o 2371
f. ém

9. Completar el siguiente cuadro:
Funcién Amplitud Periodo | Angulo de fase

fi(x) = —2sen(3x — m)

folx) = %cos(x + g)

fz(x) = —sen(4x — m)+2
fa(x) = 4sen(2x) — 3

1 1 T
fs(x) = _ECOS(Ex + Z)

fe(x) =2+ cos(—m + x)
10.  Analizar y graficar las siguientes funciones:

a. f(x) = 2cos (2x) d. flx) = %senx + 2
b [ =jcos(x = e fG)=tgx+D
c.  f(x)=2sen(;x) £ f) =2tg3x) -1

Ecuaciones trigonométricas
Resolver una ecuacion trigopnométrica es encontrar, si existen, el o los valores angulares que lo
verifican.

e Ejemplo 1: Hallar x € [0; 27): sen (x - g) =%

Resolucion:
T 1
sen (x - §) = E

n —
Xx—3= arcsen(z)
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T T T 5t
X——=—=— VvV XxX——==
3 6 3 6
T 7T
Xy == V Xy = —
177 2776
., w 7T
Soluciéon: S =4{—; —
2’ 6

e Ejemplo 2: Hallar x € [0; 2m): sen?x — senx = 1
Resoluciodn:
sen’x —senx —1 =0 (se iguala a cero)
2z> —z—1 =0 — cambio de variable: senx = z *
Se aplica formula resolvente: a=2 b=-1 c=-1

_—bt Vb? — 4ac
A2 = 2a
—(-D+/(-1)2-42.(-1) 1%3
f2= 2.2 -

Se reemplaza ambos resultados en *:

z, = senx

1 = senx
arcsenl = x

x]_:E

., T 7m 11m
Solucién: S = {—;—;—}
2’6’ 6

22:__

Zl=1

Z, = senx

1

— = = senx
2

arcsen(— E) =X

e Ejemplo 3: Hallar x € [0; 2m): 2cos?x = 1

Resolucion:
1
2
COS™ X = —
2
2 V2
|cosx| =—= cosx=— VvV COSX=——
2 2
1)
V2
COSX = —
2
V2
X = arccos —
2
T 71
X1=— V X;=—
174 27 4
., 3w 5m 7
Solucién: S = {E;—n;—n;—n}
4’ 4’ 4’ 4

7T 11n
= — V [ —
Xy G X3 G
2)
V2
COSX = ——

x = arccos(— 7)

_37r 5w
3= 4
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11. Resolver las siguientes ecuaciones, para x € [0; 2m)

a. 2cos?x + 3cosx = —1
b. sen’x + %senx =2

C. 2cos®’x —senx —1 =10
d. 2tgx.senx =3
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sen’x = 4 — 2cos?x
2sen(3x)—1=0
cosx.senx — 2cosx =0
sec’x—2=0



Unidad 4: Niumeros Irracionales. Radicales. NUmeros Complejos.

Numeros Irracionales. Radicales

Los numeros irracionales son aquellos que no pueden ser expresados como el cociente entre dos
nameros enteros y tienen infinitas cifras decimales no periédicas.

Las raices no exactas de numeros racionales son numeros irracionales. Se denomina radical a
la raiz indicada de un numero o de una expresion, siempre que esta tenga solucion real.

Ejemplos: ¥2;V5;m;¢; 0 .....

La unidén del conjunto Q (n° racionales) con el conjunto | (n° irracionales) forman el conjunto R de
los n° reales.

Radicales
La expresion Va
Se lee raiz enésima de a, y en ella:
e aeselradicando y es un numero racional
e nes el indice y es un numero natural mayor o igual a 2.

Cuando un radical es un numero irracional no lo consideramos una operacion por resolver sino
la expresidon exacta de ese namero.
Vamos a estudiar algunos recursos algebraicos que, en determinados casos, nos permitiran
reducir expresiones con radicales a otras equivalentes mas sencillas.
e Propiedades de la potenciacién:
. Potencia de exponente cero. A =1 &a=x0
= Potencia de exponente negativo. P glﬁ = a#0
e Potencia de otra potencia. ) - y®
e Producto de potencias de igual base. i . eI
s Cociente de potencias de igual base. < T A E
» Distributividad respecto de la multiplicacion. (@ .nb)"a“= a" . b
e Distributividad respecto de la division. ( ) =& bz0

= o
e Propiedades de |laradicacion:
La radicacién se puede expresar como una potencia de exponente fraccionario: ¥a = ab

V7 =72 V6 =6t U = 5t ¥ =
=

s3]

E

lm

oW

Las propiedades de la radicacién son andlogas con las de la potenciacién.

1 1

© Raiz de raiz. V7a = (a®)f = gt = myz

© Distributividad respecto de la multiplicacién. Va.b = (a.b)" = a* . bf = ¥5 . Y6

< Distributividad ivisi6 VB (o a _YE
respecto de la divisién. Ve =E) = G
< Simplificacién de indices. Yam = af = a™ = Yam o r 20
V3% = v YVie="¥2"=-32 V126 =V5°=-V5
¢ Eliminacién del radical. Va" =a e nesimpar ¥a =lal e nes par

2 V25-V8°=5 YAzB-=Y2y=-2

i ™S piE0

3 = Y729 Ve =22 =58

V36 =V62=|6|=-6 V32 =25 = | 2|

a2

=3
3|
o

© Amplificacién de indices. Va™ = aft = a

V7 =72 Y7 =38 B =%

&

)
©

3:

38



Extraccién e introduccion de factores de un radical

Existen factores, dentro de un radical, que pueden ser extraidos si el exponente de los mismos
es mayor o igual que el indice de la raiz. Para ello debemos factorizar los coeficientes numéricos
y aplicar las propiedades de la potenciacion y radicacion.

Regla Practica: se divide el exponente por el indice de la raiz, el cociente de dicha division
representa el exponente al que se eleva el factor externo, y el resto representa el exponente

Ejemplos:
o /8.x3.y6 =./23.x3.y6 = V22 V2. Vx2.Vx.\Jy® = 2.V2. x.\x.y? 4 2.x.y3. V2. x

o a’ Va7 T a3ia | a3+a

a’

\/150b4 _ \/2.3.5%4 _ VZABNEEANDE  \235b% _|5b%46

1. Extraer factores del radical:

a. V75 = d. 1/1024.x6.y5 =

3
b. V40a® = 625.x%y7
c. 10,001 = €. 243.23

Operaciones con radicales

e Radicales semejantes: dos radicales son semejantes cuando tienen igual indice y el
mismo radicando.

Ejemplo: 2.3/5y 14.3/5

Adicion y sustraccién de radicales
Solo es posible sumar o restar términos que contienen radicales semejantes.

Ejemplos:
e 4/3+2V3-v/3=+/3.(4+2-1)=5V3
o 3V2—-4V2+V2+6V2=V2.3+ 1) +V2.(—4+6)=4V2+2V2

Existen casos en los cuales ciertos radicales son semejantes luego de llevarlos a su minima
expresion.
—4+/3 + 5%¥/81 — 3V12 + V27 = —4V3 + 53/3* — 34/22.3 + /33
= —4V3+5V3-3.2V3+3./3
=—4V3+5V3-6V3+3V3=V3.(—4+5-6+3)=-2."/3

2. Resolver en forma exacta:

a. V54 —3/16 — /250 = | 2\/z+3\/z_2\/z=
b. 6v20 + 3v80 — 4/500 = CTTN12 0 TT75 A48
c. —V5+2v7 +63 ++20 = e. 2v12 —2V80 + V108 =
f. =75 + 4V54 + 5v3 — 624 =
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Multiplicaciéon y division de radicales.

Para efectuar cualquier multiplicacion o division de radicales, estos deben tener el mismo
indice. La operatoria con radicales cumple con las siguientes propiedades:

e Distributiva de la multiplicacién y division respecto de la sumay resta.

e laa(bxtc)=(Mbxc)a=abzta.c E'|emQ|0:\/§.(\/§+\/ﬁ)=\/§.\/§+\/§.\/ﬁ
=V9+V81=3+9=12

e |[(btc)a=b:atc:a Ejemplo: (\/ﬁ—\@):\/f:\/ﬁ:\/f—\/@\/f
=V9—-V4=3-2=1
e Cuadrado de binomio v diferencia de cuadrados.
ol @tbh)?=a?+2.ab+b? Eiemplo: (VZ —vV3)? = V2~ — 2.VZ.V3 + V3
=2-2./6+3=5-2V6
e |(@+b).(a—b) =a?—p? Eiemplo: (V7 + v5).(V7 = V5) =V7 =5
=7—-5=2

Si los radicales tienen distintos indices, se calcula el MCM de los mismos, obteniéndose asi el
MINIMO COMUN INDICE.

Ejemplo: Va?.%x MCI(3;6)=6=> Va2 = {/(a?)? = Ya?*

Entonces cada radical tiene indice 6 y de esta manera son semejantes, por lo tanto, se resuelve
la multiplicacion aplicando las propiedades correspondientes.

Vaz . Yx = Va* Yx = Va*.x

3. Resolver:
. =3V3. (V5 +4V11) = V7x:3/49.x.2% =

: (\/x3.y+\/x.y5):\/3.x.y= V7.421 — (215 + 3V45):V/5 =
. YZx.N9x3 = V3.(—v24 +6) + /98 =

. V4.a2.b.3/23.a3.b* = k. (5V5 — 8v20)% — V252 =

f. V5.a.b:Y10.a2.b3 =

g.

L (—2V3+3V2)2 = h. (V2 +v3).(¥V2 = V3) + V6.(v/216 — V6) =
I
J-

DT O O T 9O

Potencia de exponente racional
Para cualquier numero natural n mayor que 1y “a” mayor o igual que cero, se cumple que:
k
an = \/ak
Las potencias de exponente racional cumplen las mismas propiedades que las potencias de
exponente entero.

Para operar, en algunos casos, conviene expresar los radicales como potencias y trabajar con
éstas aplicando sus propiedades.

1 1 1 1 5
Ejemplo: v/5.3/5 = 52.53 = 52*3 = 55 = V/55
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4. Escribir como potencias de exponente fraccionario y resolver:

V232 Vax. Va2 82x3
2 ¢ 327.x2 -

3 5?%.\/5 _ d Wmm
/53.3/52 A m3ym B

Racionalizacién de denominadores

Racionalizar el denominador de una fraccion es transformarlo en un numero racional; por lo
tanto, siempre que en el mismo aparezcan radicales irracionales, se debe hallar una fraccion
equivalente a la dada con denominador racional.

Estas son algunas formas de racionalizar denominadores:

e Caso 1: En el denominador hay un unico radical con indice igual a 2.
Para racionalizar este tipo de expresiones, se debe amplificar por la misma raiz que tiene el
denominador.

V3 V3'V3 V9 3

e Caso 2: en el denominador hay un anico radical con indice mayor a 2.

Para racionalizar este tipo de expresiones, se debe amplificar por una raiz que tenga el mismo
indice que la raiz del denominador, cuyo radicando tenga los mismos factores, pero con
exponente igual a la diferencia entre el indice y el exponente dado.

Eiemblo: a _  a 5\/113.b4 _ 11.5\/113.b4 _ a.sx/a3.b4 _ 5x/a3.b4
) 5\/ a’b 5\/ a2b a3 b* 5\/ a5.b5 ab b

e Caso 3: el denominador es una suma o resta de uno o dos radicales de indice 2.
Para racionalizar este tipo de expresiones, se debe aplicar el producto de una suma de dos
términos por su diferencia.

(a+b).(a—b) =a?—b?

Eiemplo:

-3 _ -3 (V2-3) _  -3.(J2-3) _ -3.(J2-3) _ -3.(/2-3) _ -3.(/2-3) _3 VZ-3)
V243 V243" V2-3  (V243).(V2-3)  2°-32  2-9 -7 7'
5. Racionalizar los denominadores:

3./6 f LI
a. N " V2+V3
b, 2% = C
VA 9 BT
3vV5 h Viz—V6
C. T = i
g .25
" o2V8 ©3y2-4
12 _ ) /7
® Varps ' BE
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Ecuaciones con radicales

Las ecuaciones con radicales o ecuaciones irracionales son aquellas que tienen la incognita bajo
el signo radical. Por ejemplo:
V2x =3 —x=-1

Resolucién:
1°: se despeja un radical en uno de los dos miembros, pasando al otro miembro el resto de los

términos, aunque tengan también radicales:
V2x—3=-1+x
2°: se elevan al cuadrado ambos miembros:
(VZx=3)" = (-1 + x)?
3°: se resuelven ambos términos: 2x — 3 = (—1)2 — 2.1.x + x?
4°: se iguala a cero y se aplica la formula resolvente para buscar las soluciones reales:
0=1-2x+x*>—-2x+3

0=x%2—4x+4

—b+VbZ-4ac _ 440
2

a=1b=-4 c=4 X12 = = 2 (solucién doble)

2a

5°: verificar la solucion en la ecuacién original:

V22-3-2=-1
1-2=-1
-1=-1
La ecuacidn tiene por solucién: x=2

6. Hallar el valor de x:
a. V8 —x2 =x e. Vax+1+5=10
b. VZ.(x ~V3) + 5v6 = - 2 f.ox=Vilx® 28
. NEHNT= A =2 9. 20 = V=15 10
d x—V2x—1-1=x h.Sx=vx-6
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Numeros Complejos

La radicacion de base negativa e indice par no tiene solucién en el conjunto de los nUmeros
reales(vV—4; Y—25; etc ...), ya que no existe ningin nimero real elevado a una potencia par dé
por resultado un numero negativo.

Se define entonces un nuevo nimero, llamado i, cuyo cuadrado es igual a -1: i? = —1
Dicho nimero es la unidad imaginaria en el conjunto de los niumeros complejos

7 , i2=-1leoV-1=i
()2 =1i’=1.(-1)=-1V-1=—i B

Ejemplo: v—4 = +i.\4 = +2i V=3 = +i.V/3 = +V3i

Llamamos Numero Complejo a un numero z que puede escribirse de la formalz = a + b. i
Donde ay b son nimeros realese i = v—1

Caracteristicas

Al nimero a se lo define como Parte Real del numero complejo y lo simbolizamos como:
a=Re(z); y al nimero b se lo define como Parte Imaginaria del nimero complejo y se lo
simboliza como: b=Im(z).

C es el conjunto de los numeros complejos y se lo define como:
C={a+b.i/aeRAbER}
La forma de expresion z=a+b.i se llama Forma Bindmica

Representacion grafica y expresion cartesiana de un complejo.

Cada numero complejo involucra dos numeros reales: a=Re(z) y b=Im(z). para representarlo
necesitamos entonces dos coordenadas, es decir, se representa en un sistema de jes
cartesianos.

Sobre el gje X, se ubica la Parte Real del nimero complejo; y sobre el eje y la Parte Imaginaria.

A cada numero complejo le corresponde un punto en el plano: Z=(a;b). esta forma de expresion
se llama Forma Cartesiana o Par Ordenado.

Rzﬁ

@R

Todos los nimeros de la forma (a;0) son numeros reales y los de la forma (0;b) son nimeros
imaginarios puros.

Un namero real es un n° complejo cuya segunda componente es igual a cero: k=(0;1)

El nUmero imaginario de segunda componente igual a 1 es la unidad imaginaria: i=(0;1)
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7. Unir con una flecha cada numero complejo con su expresién Binémica.

1) (-1;2) a. —i
2) (-1,0) b. 1+
3) (1;-1) c. -1-i
4) (1;1) d -1
5) (0;-1) e. 1-i
f.  -1+i
8. Indicar Re(z) e Im(z) para cada n° complejo:
a. z; =2+3i C. zz=—i+4
b. z, =5i d. z,=2
2
9. Representar en un mismo sistema cartesiano los siguientes n° complejos
a. z; =1 d. z, =(0;—-4)
b. z, =(5;0) e. zg=-1-2i
C. z3=-3+5i f. zg=8i+6

Complejos Opuestos

Dos n° complejos son opuestos cuando sus partes reales e imaginarias son n° opuestos
entre si.

Ejemplo: Siz; = —2 + 7i entonces su opuesto es: —z; =2 — 7i

Complejos conjugados
Dos n° complejos son conjugados si tienen la misma parte real y la parte imaginaria opuesta.
Ejemplo: Siz; = -2+ 7i entonces su conjugado es: z; = -2 —7i

Operaciones con n° complejos

e Suma y Resta: para sumar o restar dos 0 mas n° complejos, se debe sumar/restar por un
lado las partes reales, y por otro lado las partes imaginarias.

En simbolos: Dados: z=a+b.i y w =c+d.ise define como:

» z+w=(a+c)+(b+d).i

» z—w=(a—c)+(b—d).i

Ejemplos: Dados z; = —-3+5i y z,=-1-—2i Calcular:
w 72,—2,=(-3+1)+GB+2).i=-2+7i

Si estan expresados como pares ordenados, se suman o restan las componentes reales e
imaginarias, respectivamente.

Ejemplos: Dados z; = (—4;3) y z, = (—2;—5) Calcular:
" z1+2z,=(—4-2;3-5)=(—6;-2)
" 721—2,=(—4+2;3+5)=(-2;8)

10.Resolver las siguientes sumas algebraicas en la forma expresada:

TN s o () (1) + (10~
b (5+21) +(=5+4)-(5-1) = e. (1L,2V5) + (0,6;2V5) +
c. (—2i+2)-(G+4i)-@+i)= (-3-2v8) =
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Multiplicacion de n° complejos
Para multiplicar dos n° complejos en Forma Bindmica, se aplica la propiedad distributiva de la
multiplicacion respecto de la suma o resta.

Ejemplo: : Dados z; = =3 +5i y z, =—-1-2i

Calcular:

21.25 = (=3 + 50).(=1 — 2i) = =3.(=1) — 3.(=2i) + 5i. (=1) + 5i.(=2i)

=3+6i—5i—10i*?=3+i—10.(-1) =[13 +i

e Divisién de n° complejos

Para dividir dos n° complejos en Forma Bindmica, se multiplica al dividendo y divisor por el
conjugado del divisor, y luego se resuelven las operaciones resultantes.

Ejemplo: Dados z; = -3 +5i y z,=-1-2i Calcular:

3450 (=3+450) (=1+2i) —3.(-1)—32i+5i.(-1)+5i.2i 3-6i—5i+ 1042
AT T 120 (1 +20) (—1Z— (20)2 - 1— 42
_3-11i+10.(-1) 3-11i—10 [-7—11i
 1-4.(-1) 1+4 | 5

11.Resolver:
a. (4+6i).(—2+3i) = 9. 71+ 1.2+ 2i).4 =

2+1
b(1+m)@—1m) h. 2L =
c. (V3+10).(2vV3+4i)= . _51_13 =
d. 5+1i)—-4i.B+11i) = j (Gro0.(5+30) _
e. (3-3i).(5+)-3.(-i+7) = LT 22

(2—&)@+§0—M=

Potencias de la unidad imaginaria
Aplicando las propiedades de la potenciacion en R, se puede hallar la potencia enésima de la
unidad imaginaria i.

l'O

£ -
i1 i5
P2 i6
i3 7

l
l l
l l
i i“i=-1i=-i [
Y asi sucesivamente se observa gue los resultados de las potencias de i son: 1, i, -1
repiten periédicamente.

, -,y se

Conclusion: el resultado de elevar la unidad imaginaria a un n° natural n, es igual al elevarlo
al resto de la division entera entre ny 4.
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Ejemplo: Calcular i®
Realizamos la division entera: 85 1 4

1/ 21

Por lo tanto: i8® =il =i

e Cuadrado y cubo de un n°complejo
Para elevar al cuadrado o cubo a un n° complejo, se desarrolla el cuadrado o cubo de un
binomio.

Ejemplos:
e (3+20)>=3%2+4232i+(2i)>=9+12i+4i* =5+ 12i
e (2+0)3=23+3.22i+32i2+i3=84+12i—6—i=2+11i

12.Calcular:

a. 122 = c. 116 —

b. i523 — d i218 —

13.Resolver:

a. —3i+§i5+i3= d. (4+3i)§=
e. (2—-6i) =

b. l-|-i3+2+l'7= i(12+2i21)

2 f _

T 5§13

3 . 1 .
C. -+ +o+i% =

Mddulo de un n° complejo

A cada n° complejo z=(a;b) le esta asociado un vector v, con origen en el origen de
coordenadas, y extremo en el punto (a;b). de este modo se puede hacer corresponder un vector
a cada n° complejo.

El modulo de ese vector, es el Modulo del Complejo,, y se representa con la letra p

1
|

En simbolos: p = |z| = Va? + b?

i
b.%_.._.-_.;- -

o
£

Ejemplo:z=34+4i = p=|z|=Vv3%24+42=+25=5

Forma Polar de un n° complejo
Al angulo que forma el médulo de un n° complejo sobre el eje de abscisas o Real, se llama
argumento y se lo simboliza con la letra griega ¢
Para calcular ¢ se aplica la funcién tangente:

b
== arctga

SIS

tgp =
Por lo tanto a la expresion|z = (p; ¢)}se la llama Forma Polar

Ejemplo: dado z = 4 + i, expresarlo en F. Polar:
Resolucion:

= calculamos p: p =V42 4+ 12 =+/17
= calculamos ¢: @ = arctgg =@ = acrtgi = 14°2°10"
Por lo tanto la Forma Polar es: z = (vV17; 14°2°10")
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Recordatorio: Si el n° complejo se encuentra:
e En el 2do cuadrante, el argumento ¢ se obtiene restando a 180° el valor obtenido.
e En el 3er cuadrante, el argumento ¢ se obtiene sumandole 180° al valor obtenido.
e En el 4to cuadrante, debemos restar a 360° el valor obtenido.

14. Hallar el médulo y el conjugado de cada uno de los siguientes n° complejos:
a. z; =12+ 5i

b. z,=3-1i

C. zz3=—4-2i

15.Expresar en Forma Polar:

a. zy=1+1

b. z, =(-1,-3)

C. z3 = % —2i

d. z, =(3;,-5)

Forma Trigonométrica de un n° complejo

Seaz=a+b.i

cosp = %: a = p.cosP
Como b ~
send = ;:> b =p,send

Reemplazando en la Forma Bindmica, resulta:
zZ=p.cosP + p.send.i

z = p.(cosP + sen@.i)

16. Expresar en Forma Trigonométrica:
a. Zl = 2 + 2’,

b. 22:3
C. Z3:_5+Sl

Q

Z4_=1_i

17.Expresar en Forma Bindmica:
7z, = 2.(cos60° + i.sen60°)

z, = 4.(cos315° + i.sen315°)
s = (4; 180°)
z, = 3.(c0s120° + i.sen120°)

o o T W

e. z5=(3;30°)
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Ecuaciones reales con solucién compleja

Existen ecuaciones con coeficientes reales cuya solucién es la raiz de indice par de un nimero
negativo. Dichas ecuaciones no tienen solucién en el conjunto de los n° Reales, pero si en el
conjunto de los n° complejos.

Las soluciones complejas de una ecuacién son complejos conjugados.

Ejemplos:
e x2+1=0 =x*2=-1 =|x|=v-1 =>x=4+i

e x2-2x+5=0

. 24V4=20  2+V-16  2+4i x; =142
Aplicamos F. Resolvente: x; , = = = ‘:>{ 1

2 2 2 x, =1—2i

Ecuaciones con n° complejos

Las ecuaciones con n° complejos deben resolverse aplicando las operaciones y propiedades de
los mismos.
Ejemplos:
o z—3i+2=1-i
z=1—-i+3i—2

z=—-—1+42i

e 27—5i+zi=1
2z+7zi=1+5i
z.(2+1i)=1+5i

1+5i s
Z = Py se resuelve la division
l

Z=§+§l

18. Resolver las ecuaciones:

a. x24+2x+2=0
z+i=4+2zi+3i
2z—3i+1=2zi—2

o o o

z2+3iz+4=0
e. zV3=zi—(3-1)
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Unidad 5: Funcién Exponencial y Logaritmica

Funcién Exponencial

Se denomina funcién exponencial a toda funcion de la forma:
ffR>R/f(x)=k.a*?+cAa>0Aa#1AkeR-{0}

e Funciones delaforma: f(x) = a*

a. 0<ax1

;

£(x) = (

ol

Caracteristicas comunes:

e No tienen raices.

e Su ordenada al origen es: (0;1)

e EIlConj. Imagen es: Img = (0; +») = R*

b.a>1

W5 epad

e Cuando x aumenta (tiende al «), la curva se aproxima al eje de abscisas, pero nunca

llega a tocarlo. Por eso la recta de ecuacion y=0 es la Asintota Horizontal.

Diferencias:

e Sija>1, lafuncidn es creciente

e Sj0O<ax<l, lafuncién es decreciente

e Funciones delaforma: f(x) = k.a®* Ak € R—{0}
Ejemplo:

f(x) =k.a* K

f(x) =2* 1

f(x)=3.2% 3

f(x) =5.2% 5

e Caracteristicas comunes:

No tienen raices.

El Conj. Imagen es: Img = (0; +o) = R*, cuando k>0. Cuando k<0 el Conj. Imagen es:
Img = (—»;0) =R".

Son funciones crecientes, porque a>0.
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e Tienen Asintota Horizontal: y=0
e Diferencia: La ordenada al origen varia segun el valor de k. Por lo tanto k modifica el
valor de la ordenada al origen de la funcion_f (x) = a*

e Funciones de laforma: f(x) = k.a*?

Ejemplo:
fx)=a*? | b Corrimiento
fG), =3 |0 No hay

f(x), =3*1 | -1 | 1 unidad hacia la izquierda

f(x); =3*1 | 1 | 1unidad hacia la derecha <

e Caracteristicas comunes:
e No tienen raices.

e EIl Conj. Imagen es: Img = (0; +) = R*, cuando k>0. Cuando k<0 el Conj. Imagen es:
Img = (—»;0) =R".
e Son funciones crecientes, porque a>0.

e Tienen Asintota Horizontal: y=0

e Diferencias:
e Las funciones f(x), Yy f(x); se desplazaron respecto de f(x),; horizontalmente:

* b unidades a la derecha si b>0
» b unidades a la izquierda si b<0

e El desplazamiento horizontal modifica la ordenada al origen de la funcién.

e Funciones delaforma: f(x) =a*+c c€R

Ejemplo:
fx)=a*+c c Corrimiento A.H
f(x); =3* 0 No tiene Y=0
f(x), =3*+1 1 | 1 unidad hacia arriba Y=1 ey =1
o
f(x);=3*—-1 -1 | 1 unidad hacia abajo Y=-1 y=-1

e Caracteristicas comunes:

e Son funciones crecientes, porque a>0.
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Diferencias:

La funcion f(x); tiene raiz en x=0.

Las ordenadas al origen cambian segun el valor de c: (0;1+c)
El conjunto Imagen

La Asintota Horizontal: y=c es A.H.

Por lo tanto, el coeficiente ¢ desplaza verticalmente hacia arriba a la funcion si c>0; y

verticalmente hacia abajo si ¢<0.

1. Unir con flecha cada funcion con la asintota horizontal correspondiente.
1) f(x) =43 a. Y=-4
2) fx)=2"-4 b. Y=-3
x c. Y=0
3) f=(%) +3
5 Fe s d. y=1
x)=—-3-—2""
) S . e. Y=4
5 =52¥+4
) f(x) ¢ ye3
2. Hacer unatabla de valores y graficar las funciones. Luego analizar: Dom, Img, Raiz,
Ordenada al origen, Crec/Decrec, A.H.
a. f(x)=2+2
1 X
b. f(x) = 2.(2)
c. f(x) =571
d f(x)=—4*+1
Logaritmos

La logaritmacién es una operacién entre dos niumeros reales a y b, llamados base y argumento,

respectivamente, que se define como:

logasb=c<©a*=bAa>0Aa#*1Ab>0

Ejemplo: log, 16 =4 < 2* =16

Existen dos logaritmos cuya notacién es especial:

El decimal (base 10), que se simboliza log,, b = logh

El natural o neperiano (base e= 2.71) que se simboliza log, b =Inb
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Propiedades de los logaritmos

1.

2.

3.

5.

log,1=0 ©a’=1 Ejemplo:log;1=0 ©3°=1
_ - . . 1 1\ 1
logpba=1©a =a Ejemplo: loglz—l (:)(E) =3
2
log,(x.y) =log,x +log,y Ax>0 Ax>0

Ejemplo: logs(5.25) = logs 5+ logs 25 =1+2=3

log,(x:y) =log,x —log,y Ax>0 Ax>0

Ejemplo: logs(25:5) =logs 25 —logs5=2—-1=1

log, b™ = n.log, b Ejemplo: log, 216* = 4.log, 216 = 4.3 = 12

Para calcular logaritmos en los cuales el argumento no es una potencia de la base, se debe

recurrir a un cambio de base, utilizando los logaritmos con bases convenientes o logaritmos

decimales o neperianos, los cuales pueden resolverse con calculadora.

6.

b= logcb __ logh _ Inb
- log.a - loga " Ilna

log,

log,8 _ log8 __ In8
log, 16 - log 16 " In16

Ejemplo: log.48 =

1. Calcular aplicando la definicion:

a. 10g3 27 = e. ]0g§%=
2
b. 10g7£i9= f. log,1=
C. logagg= g. Ine=
d. logs; 0,04 = h Ini=
e

2. Resolver aplicando propiedades:

a.
b.

C.

d.

log3(27.\/§) =
In (e3.e) =
log2(8:\/§) =

3327
logs vl

3. Resolver, aplicando las propiedades (sin calculadora):

a.

b.

log,s 5 + 2.1og,s 3 =
2.log4 + 2.1og 5 —%.log16 =

log1 20 — l.logl 125 =
2 3 2
logs 5.logs 3 =

logs (5)-1og: () =
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Funcién Logaritmica

Se define como funcion logaritmica de base a, a la funcién inversa de la funcion exponencial de
base a.

En simbolos: f: Rt > R/f(x) =y =log,x ©a’=x Ax>0 Aa>0 Aa#1

e Variacién de a en lafuncion: y =log, x

X f1(x) =log, x fo(x) = 108%35
1 -1 1

2

1 0 0

2 1 -1

4 2 2

e Caracteristicas comunes:

e Dominio: R*

e Tienen raiz en: (1;0)

e No cortan al eje de ordenadas.

e Conj. Imagen: Img =R

e Tienen una Asintota Vertical en x=0, es decir, el eje de ordenadas.
e Diferencias:

e Sia>1, entonces la funcidn es creciente.
e Si0O<a<l, entonces la funcion es decreciente.
e Las curvas correspondientes a funciones de bases reciprocas son simétricas respecto al

eje X.
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e Funciones delaforma: f(x) =log,x + ¢

Ejemplo:
X filx) =logax | fo(x) =logyx +1
1 -1 0 f(z) =loga(z) + 1
E f(@)=log:x
1 0 1
2 1
4 2 3

e Caracteristicas comunes:

e Dominio: R*

e Conj. Imagen: R

e Asintota vertical: x=0

e Son funciones crecientes (a>1)

e Diferencias: El valor c desplaza verticalmente a la funcion f(x) = log, x:
e c unidades hacia arriba, si c>0

e c unidades hacia abajo, si c<0
e Raiz de la funcién: en f;(x) es (1;,0) y en f,(x) es (%; 0)

e Funciones delaforma: f(x) =log,(x — k)

Ejemplo:
X fi(x) =logz x fa(x) = logy(x + 2) fs(x) =log,(x — 2)
-1 A 0 A
0 2 1 A
1 0 1,6 A
2 1 2 A
3 1,6 2,3 0
4 2 2,6 1
6 2,6 3 2
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e Caracteristicas comunes:

e Conj. Imagen: Img =R
e Son funciones crecientes (a>1)
e Diferencias:

en fi(x): Rt
e Dominio: < enf,(x): (—2; +)
enfs;(x): (2; +0)

en fi(x): A
e Raiz de la funcion: { enf,(x): (—1;0)

enf;(x): (3;0)

enfi(x):x=0
e Asintota Vertical: enfo(x):ix = -2
enf;(x):x =2

Por lo tanto el factor k desplaza horizontalmente a la funcion f(x) = log, x:
e Sik>0, la desplaza k unidades hacia la derecha
e Si k<0, la desplaza k unidades hacia la izquierda.
4. Realizar una tabla de valores, graficar y analizar las siguientes funciones:
a. f(x) =2.log,(x—1) C. f(x)=Inx+2
b. f(x)=1- log% (g) d. f(x) =—2.log,x
e. f(x) =logg(x+3)—2
5. Completar escribiendo la funcién correspondiente:

a. fix) = log, (x + 1) Y4

b. g(x) = log, (x - 1) ——
C. h(x;] = |4_‘,|g3 (‘)( + 3) /)"-"'rﬂ///
| F }

d. ilx) = log, (x - 3) 7 0 1 2 5/’4

6. Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, completar:

D, ; Cp ——; Raiz de F:  f(0) = | ); A V. 7 i Gyt
Dy C i Raiz de g: ; g(0) = D; Aol ey £ ; G
b - y G ; Raiz de h; ; h(0) = D; A V. g e e G
D;: ; Co iRafzdel: . i(0) = D; A V. e e )
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Ecuaciones exponenciales

Una ecuacion exponencial es aquella en la que la incognita aparece en el exponente. Para
resolver una ecuacion exponencial, hay que tener en cuenta:

e a*=a>0Aa#1
L4 ax1 =ax2$x1 =X

e Las propiedades de las potencias.
= Caso 1: reduccion a potencias de igual base.
Ejemplo:  2**3 =32
2**+3 = 25 (como las bases son iguales, se cancelan e igualan los exponentes)
x+3=5
x=2
= Caso 2: potencias de bases distintas.
Ejemplo: 2¥ =5
log2* =log5 (se aplica logaritmo a ambos miembros)

x.log2 =log5 (se aplica la propiedad 5 de los logaritmos)

. :‘% = 2,32
= (Caso 3: sumay resta de potencias de igual base.
Ejemplo: 2% 4 2¥t1 —2*3 =23
2% +2%.21 — 2% 273 = 23 (se aplica la propiedad a?*¢ = a®.a®)

2*.(1+2 - %) = 23 (extraemos factor comun 2%)

28—3.296—23
2% = 23.2
8

2% =8

= (Caso 4: cambio de variable.
Ejemplo: 32 —6.3* +5=0
(3)2-6.3* +5=0
Realizamos un cambio de variable: z=3*
z2—6.z+5=0

Aplicamos la formula resolvente para resolver la ecuacion:

a=1 b=-6 c=5
_6+,/(-6)2-4.15
A2 = 21
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6i4_{21:5

Ty = —— =
12 2 22:1

Por ultimo, se reemplazan los valores de z en el cambio de variable:

zy = 3% z, = 3%
5=23* 1=3*%
log5 = log 3* 30 = 3%
x=12§§51,5 x=0
7. Resolver las ecuaciones exponenciales.
a (§)2x 1 — 97 h Zx;2x+1 =32
b. 2%+ 2%+2 = 40 5T =625
c. 71=1 . V3=
d. 7%+2 — 343 K. V25%=7 = +/2%-2
e 10%+6 — 1 | 22%%2 4 2X%3 =320
T m. 9 +3* =90
g. 27%t1 = gx+3 n. 3.21=3

Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacion es logaritmica cuando la incognita esta afectada por la logaritmacion

Para resolver ciertas ecuaciones logaritmicas se debe aplicar la definicion de dicha operacion
matematica. Luego de obtenidos los valores, se debe verificar descartando aquellos que no
cumplan con la condicién de la logaritmacion.

= Caso 1: aplicando la definicion.

Ejemplo: log,(x —1) = -1

27l=x-1
“+1=x
2
3
-=X
2

= Caso 2: aplicacién de propiedades.
Ejemplo:  logs(x +4) +logz(x —4) =2
logs;[(x +4).(x —4)] =2 (se aplica la propiedad: log, (x.y) = log, x + log, vy )
32=(x+4).(x—4) (se aplica la definicion de logaritmo)
9=x2-16
25=x?>45=x
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e Caso 3: cambio de variable

Ejemplo:  logZx —5.log, x = —4

logix —5.log,x +4 =0

Realizamos un cambio de variable: log, x = z

72 —-5z4+44=0

Aplicamos formula resolvente para encontrar los valores de z:

a=1 b=-5 c=4
_5+4/(=5)?2-414
“2 = 2.1
53 (z;,=4
“12 :T:{Zz =1
Por dltimo, sustituimos z en el cambio de variable:
1) log, x = 74 2) log, x = z,
log, x =4 log,x =1
2% =x 2l =x
16 =x 2=x

Caso 4: cambio de base

Ejemplo: logzx —loggx =1

Aplicamos el cambio de base para que ambos logaritmos sean base 3: logg x =

logsx _ logzx

logs9 2
Reemplazamos y resolvemos: log; x — logT""x =1
%.log3 x=1
logz x = 2
32=x
9=x
8. Resolver las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a. logs(x2+1) =1 i. 2.log,x?—2.log,x =4
b. 3.log, 81 = —12 j. logzx +loggx =logg, x +§
C. 2'10g3;x_3= 1 k. log2(x —1) +logz(x—1) =6
d. log,(x +1).(x+2) =1 l. logg(x —1) =3 —loge(5x + 1)
e. logy,_,(x —2) +logy, 3 = 2 m. log,(2x —2) +log x(3x —4) =2
f. logy(2x +2) —logy(—x +2) =2 n. In(x+3)2—In(x+7)—In2x =0
g. 2.logs(x—1)+log,(x—1)=6
h. log,3 +log, 6 =log,2—2
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Unidad 6: Progresiones aritméticas y geomeétricas.

Sucesiones.
Una sucesion es un conjunto ordenado de numeros, uno a continuacion del otro. El conjunto de
los numeros naturales es una sucesion de infinitos elementos.

Se denomina término a cada uno de los elementos de la sucesion.

Ejemplo: ,
j & 27; o4, . 125; 216; n®
d 1 l l J
ad, a. a, Oy dg a,
En algunas sucesiones se puede encontrar un término general a,, (término enésimo), que es
la formula de un término cualquiera de la funcién del lugar que ocupa.

En la sucesion 1;8;27;125;216;..., el termino general de la sucesién es a,, = n®

Si se conoce el termino general, se puede hallar la sucesion, o cualquier término de la misma,

reemplazando en forma consecutiva los nimeros naturales en el valor n del término general.

. , . ., 1 ., ,
Si el término general de una sucesion es a,, = - entonces la sucesion sera:

11111 1

’2'3’4'5’6, "")n
Por lo tanto, una sucesién es una funcién que le asigna a todo nimero natural un namero real:
f:N—>R

Sucesiones Aritméticas.

Se denomina sucesién aritmética a aquella en la cual cada término de la misma se obtiene

sumando al anterior un nimero constante r llamado razén aritmética.

En simbolos: A=A =0A3— Ay =""=0y — A1 =T
a1 = a1 + Or
I ir
= +r=a, + =a, + 2r it
. B o i e, L El término general a_ es:
a‘=a3+r=a_‘+r+r+r=al+3r an=a1+(n-1).r
a =a_ +r=a+r+r+.+r=a+Mm=-3.r ————
n — 1 veces
Ejemplo:
4 12 20 26 36.. —> Sucesion aritméticaconr =&,

N LA R R L

448 1248 20+86 2648
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e Para calcular un término determinado de una sucesion aritmética conociendo dos
términos consecutivos, se deben seguir estos pasos:
1. Se hallalarazonr
2. Se calcula cada término
Ejemplo:
Calcularag sia; =—-3ya, =5
1. Hallamoslarazénr.r=a,—a;, =5—(-3) =8

2. Calculamos ag:ag =a, + (6 —1).r = -3+ 5.8 =37

e Para calcular un término determinado de una sucesion aritmética conociendo otro
término y la razdn, se deben seguir los siguientes pasos:

Ejemplo: Calcular a; siag = —28yr = -9

1. Se considera a a; como primer término (a; — a;) y @ a,como séptimo termino (aq = a,)

2. Sereemplazaenlaformula:a, =a;+(n—1).r=a,=a; +(7—-1).r

—28 = a; + 6.(=9)
—28+54 =q4
26 =4 =>a; =26
e Para calcular el nUmero de términos de una sucesion aritmética, se deben seguir los
siguientes pasos:
Ejemplo: Calcular el nUmero de términos de la sucesion sabiendo que:
a, =5, a,=19;..;a, =145

1. Se calcular el valordelarazonr.r =a, —a; =19 -5=14
2. Se aplica la formula general: a, =a; + (n—1).r

145 =5+ (n—1).14

145 -5=(n—1).14

140:14 =n—-1
10=n-1
11=n

Suma de los términos de una sucesion aritmética

La suma de los n primeros términos de una sucesion aritmética se obtiene de la siguiente
manera: ay a,; a,;

2 5 ah_:; ae—:; a
/Y‘ /T\ ,’\ ,«'

| L2 suma de los n pr Srmi :
a,+2r+a —2r= a +a . 5 N PAMEros terminos es:

X [ S_(_a_l'a.).n
T | SR
+r+a -r=2a +a, ]

a, +a
n
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e Para calcular la suma de los términos de una sucesion aritmética se deben conocer el
primer término, el dltimo y la cantidad de términos.
Ejemplo: calcular la suma de todos los niumeros pares comprendidos entre 46 y 112 inclusive.

112 =46 +2.(n—1)

66 =2.(n—1)
33=n-1
34=n
(46 +112).34
n = 5 =S, = 2686

1. Completar con el dato que falta en cada caso.

12
a. a;=——;r= 5 Calcular: a4,

b. A0 = 1345,T =-9 Ca|CU|aI’ a.

c. a,=15332;a, = g;r =25 Calcular: n

2. Calcular la suma de los 30 primeros términos.

a. Dada la sucesion aritmética cuyo término general es: a,, = =12 + 5.n

b. Dada la sucesion: -4, -10, -16, -22, .......

3. Resolver teniendo en cuenta que en una sucesion aritméticaa; +a; =18y as —
a, =—6

a. ¢Cual eslarazéon?

b. Calcular: a; a,; as.
4. Franco decidi6 ahorrar dinero para comprarse una notebook. Si empezé reservando

$1000 y cada mes agrega $260. ¢ Cuanto dinero tendra después de un afio?

Sucesiones Geométricas

En una sucesion geométrica cada término se obtiene multiplicando el anterior por un valor

constante q.

a,=a.q
3, =8..9q

G =897 a.0:9=a ;@ -
8,=8,.9=3.¢.9g=a,.¢ EL término geneﬂrall a_es:
a. =id. . Ozal_q.g i q,__al‘qn_] a"—al.q
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e Para calcular un término determinado de una sucesion geométrica conociendo dos
términos consecutivos, se deben seguir los siguientes pasos:

1. Se hallalarazon qg.

2. Se calcula cada término

Ejemplo: calcularag sia; =2ya, =8

e Calculamos g: g = % >q=4
1
e Hallamos ag: ag = a,.q" 1 = ag = 2.4° = 2048

La razon es igual al cociente entre dos términos consecutivos: g = aa—" ANk eN—{1}
k—1

e Para calcular un término determinado de una sucesién geométrica conociendo otro
término y la razdn, se deben seguir los siguientes pasos:
Ejemplo: Calcular a, sia;; =8748yq =3
Se considera a a, como primer término (a, — a;) y a a;; COmo octavo término (a,; — ag).
a, = a,.q" !
ag = a,.3%71

8748 = a,.2187

8748
2187 X4
4‘ = a1

e Para calcular el nUmero de términos de una sucesion geométrica, se deben seguir los

siguientes pasos:

Ejemplo: calcular el nUmero de términos de la sucesion geométrica sabiendo que

S T SR
1= 3502 =550 0n = g7
> 2
. a Y
Resolucién: g =—==q=%==
S a; 273
4
— n-1
an = a1.q
8 _3 (z)n—l
81 4 '3
32_(2 n-1
243 \3
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Suma de los términos de una sucesidon geomeétrica

La suma de los n primeros términos de una sucesién geométrica se obtiene de la siguiente

manera.
Sn=a:+a:.q+a:.q3+al.q3+... +a, .q™ (1)
5,-0=23.q+3,.q°+a,.q +.. +3,.9+3a,.q (2 = Se multiplican ambos
) S,=a +a.q+a .q’+a.q¢+.. +a.q" (1) miembros de (1) por 4.
S .q-S =-a +a,.Qq" &————— Se resuelve (2) - (1)

o

~N O 9 O

n n 1 1

5,~Q—5n=—a,+az.q"=>53.(q—l)=a1.(—1+q")=>S =az.%_—1/‘q¢1

r n

. Completar con el dato que falta en cada caso.

a, =—9;q=2 Calcular a;,

LAy = 122;q = 2 calcular a,

3

a, = 2048;a, = 4;q =§ Calcular n.

. Calcular la suma de los 11 primeros términos.
. Sea la sucesion geométrica de término general a,, = 3.2"1
. Sea la sucesion geométrica 3; 12; 48; 192; 768;...

. En una sucesion de razon 1,5, la suma de los dos primeros términos es 1,7. Calcular la suma

de los 5 primeros términos.

. El producto entre el segundo y el tercer término de una sucesion es 5400. Calcular la razén y

la suma de los primeros 12 términos, si el primero término es 5

Andlisis de sucesiones

Existen muchas situaciones en las cuales puede aplicarse el concepto de sucesion para resolver

diversos problemas de indole préctica.

Cotas superiores e inferiores

s ., . . R . .
Una sucesion esta acotada superiormente, si 3k € - € N:k > a,. Se dice que k es cota superior

en la sucesion.

., L, . . . R . . .
Una sucesion esta acotada inferiormente, si 3k € - EN: k < a,. Se dice que k es cota inferior en

la sucesion.

El supremo es la menor de las cotas superiores de una sucesion y el infimo es la mayor de las

cotas inferiores de una sucesion.

Una sucesion es monotona creciente, sivn € N: a,, = a,_;

Una sucesion es monotona decreciente, sivn € N:a, < a,_;
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. . , . .z 2 .z -
Ejemplo: Si el término general de una sucesion es a,, = —, entonces la sucesion sera:

En el grafico estan representados los valores que toma

la sucesion.

e Esta sucesion estd acotada superior e inferiormente.

e En este ejemplo, 2, 4, 8, 100, e, r son cotas superiores y 0, -1, -3, —% son cotas inferiores.

e Elsupremo es 2y el infimo es 0.
e También se afirma que esta sucesion es monotona decreciente, al ser cada término
menor que el anterior.
Eiemplo: Si el término general de una sucesion es a,, = 2 — (—1)", entonces la sucesion seré:
3;1;3;1;3;1;3 ...

En el gréfico estan representados los valores que toma la

sucesion. Al ‘ !

Y

]
I
]
!
]
'Jq-;__},
f
'
i
wd i
]
]
]
]
]
|
i
i
I
i
4
]
i
i
e -
t
1

e [Esta sucesion esta acotada; admite cotas superiores y cotas inferiores
e El supremo es 3y el infimo es 1.

e Esta sucesidon no es ni mondtona decreciente ni mondtona creciente.

3sinesimpar

e Otra manera de definir esta sucesién es : a,, = { 1si n es par

9. Indicar si las siguientes sucesiones son monétonas crecientes o decrecientes. Explicar las

respuestas.
_n-1
a. an =—r-
b. a,=-2.n

c. a,=(-D"n

10. Indicar si las siguientes sucesiones estan acotadas. Escribir tres cotas superiores y/o
inferiores, el infimo y el supremo, cuando sea posible. Realizar un gréafico si es necesario.

a. 1;0,8;0,5;0,1; 0,01; 0,001; 0,0001....

b. 4;0;-4;-8;-12; -16; -20; .....

c. 5;-5;5;-5;5;-5;....
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Clasificaciéon de sucesiones

e Sucesiones convergentes

Cuando a medida que n crece, los términos de la sucesion se van acercando a un numero, se

dice que la sucesion es convergente.

. s L, 1\ 1 . .
Ejemplo: Si el término general de una sucesion es a,, = (5) , entonces la sucesion sera:

1111 1 1

"2'4’8716°32°64"
A medida que crece, la sucesion se va acercando a cero. Se dice que la sucesion converge a 0
0 que su limite es 0.

e Sucesiones divergentes

Cuando a partir de n € N, los modulos de los términos de la sucesion son mayores que cualquier

namero positivo k, la sucesion es divergente.

Ejiemplo: siel término general de una sucesion es a,, = 2.n, entonces la sucesion sera:
2:4:6:8;10;12;14;. ..

La sucesion diverge porque para cualquier numero positivo k, existe un n tal que a,, > k

Para k=2.300.000, exite n=1150001, tal que a,, = 2300002 > k

A medida que crece, la sucesion se va acercando a valores cada vez mas altos. Se dice que la

sucesion diverge a +oo 0 que su limite es +oo.

e Sucesiones Oscilantes

Cuando una sucesion no es convergente ni divergente, es oscilante.

Ejemplo: si el termino general de una sucesion es a,, = 2 — (—1)", entonces la sucesion seré:
3:1:3;1;3;....

Esta sucesion oscila entre los niumeros 1y 3. En este caso, la sucesion no tiene limite. Por lo

tanto, es oscilante.

e Sucesiones definidas por recurrencia

Una sucesién esta definida por recurrencia si para definir el termino enésimo se utilizan términos
anteriores de la sucesion.

Ejemplo:
aa=La,=a1+2;a3=0a,+3;...;a,=a,_1+n=>a,=1+2;a;=1+2+3;a,=1+2+3+4

En general, tenemos que a,, es la suma de los n primeros nimeros naturales. En este caso, se

n.(n-1)
2

puede expresar con la formula: a,, =
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11.Clasificar las siguientes sucesiones en convergentes, divergentes u oscilantes. Si es
posible, calcular el limite.

a. 54,5;4; 3,5; 3,3; 3,1; 3,01;3;001; 3,0001;...

b. 10; 100; 1000; 10000; 100000; 1000000;...

C. -2;3;-2;3;-2;3;-2;3;...

12.Clasificar las siguientes sucesiones en convergentes, divergentes u oscilantes. Si es
posible, calcular su limite.

o= ()

b. a,=n*-3.n

2n-1
n+1

c. a, =

d an:{ 3sinespar

5sinesimpar
13.Proponer para cada caso, si es posible, el termino general de una sucesion que cumpla
las condiciones pedidas.
a. Una sucesion de términos negativos que sea divergente.
b. Una sucesion de términos positivos que sea convergente a 2.

c. Una sucesion oscilante que cumpla que paratodon: -2 < a, < 2
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